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Prefacio

Usted tiene en sus manos una calculadora que es efectivamente un ordenador
(computador, computadora) simbélico y numérico que facilita el céleulo y
andlisis matematicos de problemas en una gran variedad de disciplinas, desde
matemdticas elementales hasta temas avanzados de ciencia e ingenieria.
Aunque designada como una calculadora, debido a su formato compacto que
se asemeja a las calculadoras tipicas, la calculadora HP 50g debe
considerarse més bien como un ordenador (computador, computadora)
manual gréfico y programable.

La calculadora HP 50g puede operarse en dos modos diferentes, el modo de
notacién polaca reversa (RPN) y el modo algebraico (ALG) (véase la pégina 1-
11 para mas informacién). El modo RPN fue originalmente incorporado en las
calculadoras para hacer célculos mas eficientes. En este modo, los operandos
en una operacién (por ejemplo, ' 2 'y ' 3 ' en la operacién ' 2+3 ') se escriben
en la pantalla de la calculadora, referida como “la pila” (stack), y después se
escribe el operador (por ejemplo, ' + ' en la operacién ' 2+3 ') para terminar
la operacién. El modo ALG, por otra parte, se asemeja a la manera en que uno
escribe expresiones aritméticas en el papel. Asi, la operacién ' 2+3 ', en modo
+'y"'3",
en ese orden. Para terminar la operacién utilizamos la tecla ENTER. Los

de ALG, serd escrita en la calculadora presionando las llaves ' 2 ',

ejemplos de usos de las diversas funciones y operaciones en esta calculadora
se ilustran en esta guia del usuario utilizando ambos modos operativos.

la presente guia contiene ejemplos que ilustran el uso de las funciones y
operaciones bésicas de la calculadora. Los capitulos se organizan en orden
de dificultad: comenzando por la seleccién de los modos de operacién de la

calculadora, pasando a cdlculos con nimeros reales y complejos, operaciones
con listas, vectores y matrices, gréficas, aplicaciones en el célculo diferencial e
integral, andlisis vectorial, ecuaciones diferenciales, probabilidad, 'y
estadistica.

Para ejecutar operaciones simbdlicas la calculadora incluye un poderoso

Sistema Algebraico Computacional (Computer Algebraic System, o CAS), que



permite seleccionar diferentes modos de operacién, por ejemplo, nimeros
complejos vs. numeros reales, o modo exacto (simbélico) vs. Modo
aproximado (numérico.) Lla pantalla puede ajustarse para presentar los
resultados en notacién matemdtica, lo que puede ser Gtil cuando se trabaja con
matrices, vectores, fracciones, sumatorias, derivadas, e integrales. Las
grdficas de alta velocidad de la calculadora producen figuras complejas en un
tiempo minimo.

A través de la conexién infrarroja, el puerto RS232, el puerto USB y el cable
que se le entregard con la calculadora, puede conectar su calculadora a otras
calculadoras u ordenadores (computadores, computadoras). Esto permite un
répido y eficiente intercambio de datos con ofras calculadoras y ordenadores
(computadores, computadoras.) La calculadora provee un puerto de tarjetas de
memoria “flash” para facilitar el almacenamiento e intercambio de datos con
otros usuarios.

la capacidad de programacién de la calculadora permite al usuario
desarrollar programas eficientes para propésitos especificos.  Ya sean para
aplicaciones matemdticas avanzadas, solucién a problemas especificos, o
colecciéon de datos, los lenguajes de programacion disponibles en la
calculadora la convierten en un equipo computacional muy versétil.

Esperamos que su calculadora sea una compaiera inseparable para Usted en
sus actividades escolares y profesionales.

Nota: Llos decimales que encontrara este manual estén indicados por un
punto decimal en lugar de una coma. Este es el ajuste por defecto de la
calculadora. Si prefiere trabajar con comas decimales, puede cambiar el ajuste
por defecto. Para més informacién, consulte el Capitulo 1.
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Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo le ofrece informacién basica sobre el funcionamiento de su
calculadora. Los ejercicios estén disefiados para que pueda familiarizarse con
las operaciones basicas, asi como con los ajustes antes de efectuar un célculo

Operaciones Basicas
Los ejercicios siguientes tienen el propésito de describir la calculadora misma.

Baterias

la calculadora utiliza 4 baterias AAA (LRO3) como fuente de alimentacién
principal y una bateria de litio CR2032 para copia de seguridad de la
memoria.

Antes de utilizar la calculadora, instale las baterias siguiendo el procedimiento
que se describe a continuacién.

Para instalar las baterias principales
a. Compruebe que la calculadora esté apagada. Deslice la tapa del
compartimento de las baterias hacia arriba tal y como se indica la figura.

t

L

b. Inserte 4 baterias AAA (LRO3) nuevas en el compartimento principal.
Asegurese de que cada bateria se inserta en la direccién indicada.
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Para instalar las baterias de seguridad

a. Compruebe que la calculadora esté apagada. Presione el elemento de
sujecién hacia abajo. Empuje la placa en la direccién mostrada y
levantela.

- =

b. Inserte una nueva bateria de litio CR2032. Asegirese de que el polo
positivo (+) mira hacia arriba.

c. Vuelva a colocar la placa y acéplela en su ubicacién original.

Después de instalar las baterias, presione [ON] para activar la alimentacién.

Advertencia: cuando el icono de bateria baja aparezca en la pantalla,

reemplace las baterias cuanto antes. No obstante, intente no retirar la bateria

de seguridad y las baterias principales al mismo tiempo para evitar la pérdida

de datos.

Encendido y apagado de la calculadora
La tecla se localiza en la esquina inferior izquierda del teclado. Pulse esta

tecla para encender la calculadora. Para apagar la calculadora, pulse la tecla
(primera tecla en la segunda fila contada de la parte inferior del teclado),
seguida de la tecla (o). La tecla tiene un rétulo indicando OFF (apagar)
en la esquina superior derecha para recalcar la operacién de apagar la
calculadora.

Ajustando el contraste de la pantalla
Uno puede ajustar el contraste de la pantalla al mantener presionada la fecla

mientras pulsa la tecla 6 (=) simultdneamente. Lla combinacién
(ov) (mantener) produce una pantalla més oscura. la combinacién
Cov) (mantener) (=) produce una pantalla més clara.
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Contenidos de la pantalla
Encienda la calculadora una vez més. La pantalla mostrara lo siguiente:

FAD HYZ HER F= H° ALG
HOHEZ

En la parte superior de la pantalla usted tendra dos lineas de informacién que
describan las opciones de la calculadora. Lo primera linea muestra los

caracteres:

Los detalles de estos simbolos se muestran en el Capitulo 2 de esta Guia. La

segunda linea muestra los caracteres: < ¥ que indican que el directorio
HOME es el directorio activo para almacenar archivos en la memoria de la
calculadora.  En el capitulo 2 usted aprenderd que usted puede almacenar
datos en su calculadora en archivos o variables. las variables se pueden
organizar en directorios y sub-directorios. Eventualmente, usted puede crear un
diagrama o drbol directorios, similar a aquellos en el disco de una
computadora. Uno puede navegar a través de los directorios para seleccionar
cualquier directorio de interés. A medida que usted navega a través de los
directorios la segunda linea de la pantalla cambiaré reflejando directorios y
subdirectorios en la memoria.

Al pié de la pantalla se encuentran varios rétulos, a saber,
que estan asociados con las seis teclas de mend, F1 a Fé:

e E .

Los seis rétulos en la parte inferior de la pantalla cambian dependiendo del
meny activo.  Sin embargo, la tecla siempre se asocia con el primer
rétulo, la tecla se asocia con el segundo rétulo, y asi sucesivamente.

Menus

Los seis rétulos asociados con las teclas a forman parte de un menu
de funciones de la calculadora. Dado que la calculadora solamente tiene seis
teclas de mend, solo se muestran seis rétulos a la vez. Sin embargo, el meng
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puede tener mas de seis opciones. Cada grupo de 6 opciones se conoce
como una Pagina de Mend. Para mostrar la siguiente pagina de mend (si
existe), presionese la tecla (NeXT, es decir, el siguiente meng). Esta tecla
se localiza en la tercera columna y la tercera fila del teclado. Presionar
(D una vez mas para volver al mend TOOL, o presionar la tecla (tercera
tecla en la segunda fila del teclado).

El ment TOOL se describe en la seccién siguiente. A este punto ilustraremos
algunas caracteristicas de los mends que usted encontrara dtiles al usar su
calculadora.

Ment de teclas (SOFT menus) vs. menu de listas (CHOOSE boxes)
Los menUs de teclas (SOFT menu) asocian las etiquetas en la parte inferior de la
pantalla con las seis teclas en la primera fila del teclado. Presionando la tecla
apropiada del meng, la funcién en la etiqueta asociada se activard.  Por
(@) se activa
la funcién CLEAR, la cudl borra el contenido de la pantalla. Para ver esta
funcién en accién, escriba un nomero, por ejemplo, (IDH(2)(3)@m®), y
presione la tecla (7).

ejemplo, con el ment TOOL activo, el presionar la tecla

Los men0s de teclas se utilizan tipicamente para seleccionar entre de un nomero
de funciones relacionadas. Sin embargo, los mends de teclas no son la Gnica
manera de acceder a las funciones en la calculadora. La manera alternativa
serd referida como ments de listas (CHOOSE boxes). Para ver un ejemplo de
un meny de listas, activese el meni TOOL (presione (7oa)), y entonces presione
la combinacién de teclas () 8% (asociada con la tecla (3D). El siguiente
men0 de lista se provee:

"D
M ERZE HI'IIJ

Esta accién genera un ment de lista y proporciona una lista de funciones
numeradas, a partir de 1. HEX x a 6. B>R. Esta pantalla constituird la primera

Péagina 1-4



pagina del ment mostrando seis funciones. Usted puede navegar a través del
mend usando las teclas verticales, (a3, localizadas en el lado derecho
superior del teclado, debajo de y (#). Para activar cualquier funcién
dada, primero, selecciénese el nombre de la funcién las teclas verticales,
@, o presionando el nimero que corresponde a la funcién en la lista.
Después de que se seleccione el nombre de la funcién, presione la tecla
((%)). Asi, si usted desea utilizar la funcién R>B (real a binario), presione

Ce).

Si usted desea trasladarse al comienzo de la pégina actual del mend en una
lista, utilice (9)¢@y. Para moverse al final de la pagina actual, utilice
(<)< . Para moverse al comienzo del meng, utilice () ¢ay. Para moverse
al final del meny, utilice (PO .

Selecciéon de SOFT menus o CHOOSE boxes

Usted puede seleccionar el formato en el cual sus mends seran exhibidos
cambiando las banderas o sefiales del sistema de la calculadora (la bandera o
sefial del sistema es una variable de la calculadora que controla cierta
operacién o modo de la calculadora. Para més informacién sobre banderas,
ver el capitulo 24). La bandera 117 del sistema se puede fijar para producir ya
sea un menl de teclas (SOFT menu) o un mend de listas (CHOOSE boxes).
Para tener acceso a esta bandera:

JONGBRAIN

Su calculadora mostrard  la  pantalla  siguiente, destacando la  linea
comenzando con el nimero 117:

ZYETEM FLAGE
IYH. Factoerize
MerHal Hatrices
ZiHp non rat.
i ZiHpliFied
Lingdr FiHp on

Dizp 1+x + x4+l

S@RT FiHplirFied

Frafer Cosil
117 CHOOZE baxes
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La linea destacada (117 CHOOSE boxes) indica que los menus de listas son la
opcién actual para mostrar mends. Si usted prefiere utilizar mend de teclas,
presione iV’ ), seguida d ). Presione (%)) una vez

mds, para volver a la pantalla normal de la calculadora.

Si Ud. presiona () 8%, en vez del mend de lista que se mostré
anteriormente, la pantalla ahora mostraré seis etiquetas del mend como la
primera pégina de un menu:

wm

Para navegar las funciones de este meng presione la tecla para acceder la
pdgina siguiente, o (5”& (asociada con la tecla (%)) para moverse a la
pdgina anterior.  Las figuras siguientes demuestran las diversas paginas del
mend BASE obtenidas al presionar la tecla dos veces:

L--IIEIJ

Al presionar la tecla una vez mds, se retorna a la primera pégina del

menu.

Nota: Con la opcién SOFT menus fijada para la bandera 117 del
sistema, la combinacién (7)) (mantener) <&, mostrard una lista de las
funciones en el ment actual. Por ejemplo, para las dos primeras paginas en
el men0 BASE, se observa lo siguiente:

EYTE

MODE
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Notas:

1. El mend TOOL, obtenido al presionar (7000, siempre produce un mend
de teclas (SOFT menu).

2. la mayoria de los ejemplos en este manual de usuario se demuestran
usando ambas opciones: SOFT menus y CHOOSE boxes. Llos
programas en los Capitulos 21 y 22 usan exclusivamente ments de
teclas.

3. Informacién adicional sobre menids de teclas y menids de listas se
presentan en el Capitulo 2 de esta Guia.

El menod de herramientas (TOOL)

El ment activo a este momento, conocido como el ment de herramientas

(TOOL), estd asociado con operaciones relacionadas a la manipulacién de

variables (véase la seccién sobre variables in este Capitulo). Las diferentes

funciones del mend de herramientas son las siguientes:

i EDITar el contenido de una variable (para informacién
adicional, véase el Capitulo 2 en esta Guia y el Capitulo 2 y
el Apéndice L en la Guia del Usuario)

Observar (VIEW) el contenido de una variable
Recobrar (ReCall) el contenido de una variable
Almacenar (STOre) el contenido de una variable
Eliminar o borrar (PURGE) una variable

Limpiar (CLEAR) la pantalla

Estas seis funciones forman la primera pagina del ment de herramientas
(TOOL). Este ment tiene actualmente ocho opciones organizadas en dos
pdaginas. La segunda pagina se obtiene al presionar la tecla (WD)

En la segunda pagina del ment solamente las dos primeras teclas de mend
tienen funciones asociadas. Estas funciones son:

CASCMD: CAS CoMmanD, se utiliza para modificar el CAS
(Computer  Algebraic  System, o Sistema Algebraico
Computacional)
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HELP, men¢ informativo que describe las funciones
disponibles en la calculadora

Al presionar la tecla nuevamente, se obtiene el mend de herramientas
(TOQL) original. Otra forma de recuperar el ment de herramientas (TOOL) es
al presionar la tecla (tercera columna y segunda fila en el teclado).

Fijar hora y fecha

La calculadora tiene un reloj en tiempo real interno. Este reloj se puede exhibir
en la pantalla y utilizar continuamente para programar alarmas asi como en
programas. Esta seccién demostrard no solamente cémo fijar hora y la fecha,
pero también los fundamentos de usar mends de listas (CHOOSE boxes) y los
datos que entran en una forma interactiva (dialog box).

Para fijar hora y para fechar utilizamos el mend de lista TIME que es una
funcién alternativa de la tecla (9). Al combinar la tecla con la tecla (9)
se activa el ment TIME. Esta operacién se puede también representarse como
() _me . El ment TIME se muestra a continuacién:

AD WYZ HEHW F- 'H' ALG
HOHEX

2.5e¢% alard..
2.Eek tine, date.
H. Tools.,

Segun lo indicado arriba, el mend TIME proporciona cuatro diversas opciones,
numeradas 1 a 4. De inferés para nosotros a este punto es la opcién 3. Set
time, date... Usando la tecla vertical, &7, destaque esta opcién y presione

Como consecuencia, se muestra la siguiente forma interactiva (input
form , véase el Apéndice A) para ajustar tiempo y fecha:
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ZET TINE AND DATE

BE:51 34 PH
338 83 MDY

EDIT |CHOOE

Fijar la hora del dia
Usando las teclas numéricas, (7)(2)(3)(4)(B5)8)(70(8)(9) (0D,

comenzamos ajustando la hora del dia. Suponga que cambiamos la hora a
11, presionando en la linea Time de la forma interactiva denominada
SET TIME AND DATE. Esto produce el nimero 11 que se escribe en la linea
superior de la forma:

TET TIAE RO DATE

BE:51 34 PH
338 83 MDY

Presione para efectuar el cambio en la hora. El valor de 11 ahora se
muestra en la posicién de la hora, y la posicién de los minutos se seleccionan
automdticamente:

T TET TINE AND DATE

11 :EW:24 PH
230832 MDY

Entar Hinute
EDIT |CHOOE

Cambiemos los minutos a 25, presionando: La posicién de
los segundos ha sido seleccionada. Suponga que usted desean cambiar el

campo de los segundos a 45, tilice:
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La localidad del formato del tiempo ha sido seleccionada. Para cambiar esta
opcién utilice (la segunda tecla de la izquierda en la quinto fila de teclas
del fondo del teclado), o presione la tecla

* Sise utiliza la tecla (o), el ajuste en la localidad del formato del tiempo
cambiard a cualquiera de las opciones siguientes:
o AM: indica que el tiempo exhibido es AM
o PM: indica que el tiempo exhibido es tiempo P.M.
o 24-hr: indica que ése el tiempo exhibido utiliza el formato de 24
horas, por ejemplo, 18:00 representa los 6pm

La opcién seleccionada por dltimo se convertird en la opcién del sistema para
el formato del tiempo usando este procedimiento.

* Siseusa las siguientes opciones estén disponibles.

ZET TIHE AND DATE

14 @1 DA FU'?LT

-

2Y-hour tiHg

Chooxe AN, FH, or 24-hour ting

Utilice las teclas direccionales verticales (@ & para seleccionar entre
las opciones (AM, PM, 24-hour time).  Presione
seleccion.

para efectuar la

Fijar la fecha
Después de fijar la opcién del formato del tiempo, la forma interactiva
denominada SET TIME AND DATE luce como se muestra a continuacién:

TET TIAE AN DATE

11 :25:45
Z-28 .82 MoDAY

Chooxe AN, FH, or 24-hour ting
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Para fijar la fecha, primero hay que fijar el formato de fecha. El formato pre-
selecto es M/D/Y (mes/dia/afio). Para modificar este formato, presiénese la
tecla vertical inferior. Esto destacard el formato de fecha segin lo demostrado
a continuacién:

% “ET TINE AND DATE

11:25:45 AN
22063 [Ee

Choose date difplay ForHat

Use la tecla para ver las opciones para el formato de fecha:

SET TINE AND DATE
11:25:45 AN

anth-Oay-Yaar
Day.Honth. Year

Choose date difplay ForHat

Seleccione su opcién usando las teclas direccionales verticales (@ <, y

presione # para efectuar la seleccién.

Introduccién al teclado de la calculadora
la figura siguiente muestra un diagrama del teclado de la calculadora
enumerando sus filas y columnas.
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Column: 1 2 3 4 5 o)
v v v v v v

Row
— Y= WIN GRAPH  2DI3D TBLSET TABLE

1> | (14 [Fz8) [req [Fap] [FsE] [Fee]

FILES BEGIN CUSTOMEND i |
2» | [Ars) woe (1oL @@

UPDIR COPY RCL CUT PREV PASTE @
sv | Tl ) Tl (D)

CMD UNDO PRG CHARS MTRW EQW MTH CAT DEL CLEAR
4» HisTM] [ EVALN Lj SYMBP @

e IN x* VI AN = ACOS & AN S

se | Cra Lo (ons (oo [w

10106 # = > ABS ARG

ov | [on) Com (5 (r) (2

USER ENTRY S.SIVNUM.SIV EXP&INTRIG FINANCETIME [ ] [
7o | lmea] [7 108 ]9 ][ x]

CAIC AlG MATRICES STAT CONVERT UNITS () -

s | (704 s Tel -

ARTH CMPLX DEF LB # BASE {} <<>>
Q’LKNJJU
CONT OFF co =—» 9 ANS—=NUM
v | B Co (27 (o Tom
CANCEL
A A A A A
Column: 1 2 3 4 5

La figura demuestra 10 filas de las teclas combinadas con 3, 5, 0 6 columnas.
La fila 1 tiene 6 teclas, las filas 2 y 3 tienen 3 teclas cada uno, y las filas 4 a
10 tienen 5 teclas cada uno. Hay 4 teclas de flecha situadas en el lado
derecho del teclado en el espacio ocupado por las filas 2 y 3.

Cada tecla tiene tres, cuatro, o cinco funciones asociadas. La funcién principal
de una tecla corresponde al rétulo més prominente en la tecla.  La tecla de
cambio izquierdo, tecla (9,1), la tecla de cambio derecho, tecla (9,1), y la tecla
alfa (ALPHA), tecla (7,1), pueden combinarse con otras teclas para activar las
funciones alternas que se muestran en el teclado.
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Por ejemplo, la tecla (), tecla(4,4), tiene las siguientes seis funciones
asociadas:

Funcién principal, para activar el ment de operaciones
simbélicas

CammH Funcién de cambio izquierdo, activa el mend de mateméticas
(MTH)

T Funcién de cambio derecho, activa el CATélogo de funciones

(azpri) (P) Funcion ALPHA, para escribir la letra P maytscula

(@) () (7) Funcién ALPHA-cambio izquierdo, escribe la letra p mindscula
(@A) () (7 Funcién ALPHA-cambio derecho, escribe el simbolo n

De las seis funciones asociadas con una tecla, solamente las cuatro primeras se
muestran en el teclado mismo. Lla figure siguiente muestra estas cuatro
funciones para la tecla (). Noétese que el color y la posicién de los rétulos
de las funciones en la tecla, a saber, SYMB, MTH, CAT y P, indican cual es la
funcién principal (SYMB), y cual de las ofras tres funciones se asocian con la
tecla de cambio izquierdo (55)(MTH), con la tecla de cambio derecho
(CAT), y con la tecla (P).

MTH CAT
SYMB P

Para informacién adicional sobre la operacién del teclado de la calculadora,
refiérase al Apéndice B en la Guia del Usuario.

Cambiando los modos de operacién

Esta seccién asume que el usuario se ha familiarizado con el uso de los ments
y las formas interactivas de entradas de datos (si éste no es el caso, refiérase al
Apéndice A en la Guia del Usuario).
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Presione la tecla (segunda fila y segunda columna del teclado) para
activar la forma interactiva denominada CALCULATOR MODES:

Z CALCULATOR HODES &
P ina Heda..
NuHber ForHat.... 5td _FH,
Anale Heasure... Fadians
Rectanaular

wEgap _Hey Click ¢ Last Stack

hoose Caloulator aparating Hoda
GE|CHOnE

para recuperar la pantalla normal.  Ejemplos de los
diferentes modos de operacién se muestran a continuacién.

Presione la tecla

Modo operativo

La calculadora presenta dos modos de operacién: el modo Algebraico, y el
modo de Notacién Polaca Reversa (Reverse Polish Notation, RPN). Si bien el
modo Algebraico es el modo predefinido de operacién (como se indica en la
figure anterior),  usuarios con experiencia en previos modelos de las
calculadoras HP podrian preferir el modo RPN.

Para seleccionar el modo operativo, activese la forma interactiva titulada
CALCULATOR MODES presionando la tecla @o). La opcién Operating Mode
(Modo Operativo) es seleccionada automaticamente.  Seleccidnese el modo
operativo Algebraico o RPN usando, ya seq, la tecla (segunda columna y
quinta fila en el teclado), o la tecla

Si se usa el procedimiento ultimo,
Usense las teclas direccionales verticales, (2 ¥, para seleccionar el modo

operativo, y presiénese la tecla | para completar la operacién.

Para ilustrar la diferencia entre los dos modos operativos, a continuacién
procedemos a calcular la siguiente expresion en los dos modos operativos:

30-{ 50—
3.0-3.0
+e2’5

23.0°
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Para escribir esta expresion, usaremos el escritor de ecuaciones (equation
writer), () _ew . Antes de continuar, le invitamos a identificar las siguientes
teclas, ademds de las teclas numéricas:
) xIHIIEE=I)
e 0 (P) e QDI

El escritor de ecuaciones representa un ambiente en el que uno puede construir
expresiones matemdticas usando notacién matemdtica explicita incluyendo
fracciones, derivadas, integrales, raices, efc. Para escribir la expresién antes
mencionada en el escritor de ecuaciones, utilicense la secuencia de teclas
siguiente:
(P e (x )3 IXI=IY I I=)
B EBES B EDEIEB &S
(A (& (A (A (A
(2B HIE)e (2=

Después de presionar la tecla @) la pantalla muestra la siguiente expresién:
N (3.%(5.-1/(3.%3.))/(23.73+EXP(2.5))

Al presionar la tecla una vez més produce el siguiente resultado (acepte el
cambio a modo Approx., de ser necesario, presionando la tecla

) 3[5-35] 2.5
H —233 +=

2. 49851 563628
£T0k [FURGE[CLERF

Uno puede escribir la expresién directamente en la pantalla sin usar el escritor
de ecuaciones, como se muestra a continuacién:
LGN ED ED EI G E D D S B D
GBI
(2™ (2™
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Cémbiese el modo operativo a RPN comenzando al presionar la tecla (o).
Selecciénese el modo operativo RPN utilizando ya sea la tecla (5=, o la tecla

del mend.  Presiénese la tecla del mend para completar la

operacién. La pantalla en el modo operativo RPN se muestra a continuacién:

Nétese que la pantalla muestra varios niveles identificados por los nimeros 1,
2, 3, efc. Esta pantalla se denomina la pila (stack) de la calculadora. Los
diferentes niveles se denominan los niveles de la pila, es decir, nivel 1, nivel 2,
efc.

Basicamente, en el modo operativo RPN en vez de escribir la operacién 3 + 2
de esta forma:

se escriben primero los operandos, en el orden apropiado, seguidos del
operador, por ejemplo,

A medida que se escriben los operandos, éstos pasan a ocupar diferentes
niveles en la pila. Al escribirse, por ejemplo, (3)@™), el ntmero 3 aparece
en el nivel 1. A continuacién, escribase para promover el nomero 3 al
nivel 2. Finalmente, al presionar (), se indica a la calculador que aplique el
operador, o programa, a los objetos que ocupan los niveles 1y 2. El
resultado, es este caso 5, aparece en el nivel 1.

Calctlense las siguientes operaciones antes de intentar las operaciones
presentadas anteriormente usando el sistema operativo algebraico:

123/32 WW2IB3)em(3I)(2)(=)
42
3y27 (D)3 )P 9
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Obsérvese la posicién de la y y de la x en las dos operaciones tltimas. La
base en la operacién exponencial es y (nivel 2), mientras que el exponente es x
(nivel 1) antes de presionarse la tecla ().  De manera similar, en la
operacién de la raiz cobica, y (nivel 2) es la cantidad bajo el signo radical, y x

(nivel 1) es la raiz.

Ejecutese el siguiente ejercicio involucrando 3 factores: (5 + 3) x 2

Calctlese (5 +3) primero.
Complétese la operacion.

Calcdlese la expresion propuesta anteriormente:

Ix

=)

=)
B &R &N
e

Escribase 3 en el nivel1

Escribase 5 en el nivel1, 3 pasa al nivel 2

Escribase 3 en el nivel1, 5 pasa al nivel 2, 3 pasa al
nivel 3

Escribase 3 y ejecttese la multiplicacién, 9 se muestra
en el nivell

1/(3%3), ¢ltimo valor en nivel 1; 5 en el nivel2; 3 en
el nivel3

5-1/(3x3), ocupa el nivel 1; 3 en el nivel2

3% (5 - 1/(3x3)), ocupa el nivel 1

Escribase 23 en el nivel1, 14.6666 pasa al nivel 2.
Escribase 3, calctlese 233 en nivel 1. 14.666 en
nivel 2.

(3x (5-1/(3x3)))/23% en nivel 1

Escribase 2.5 en el nivel 1

e25, pasa al nivel 1, nivel 2 muestra el valor anterior
(3x (5 - 1/(3x3)))/23% , €22 = 12.183649, en nivel 1
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V((3x (5 - 1/(3x3)))/23% , e22) = 3.49..., en nivel 1.

Para seleccionar modo operativo ALG vs. RPN, uno puede activar / desactivar
la sefial de sistema numero 95 utilizando las siguientes teclas:

EANZINZINA Y

Formato de los nimeros y punto o coma decimal
Al cambiar el formato de los nGmeros permite mostrar resultados en diferentes

formas. Esta opcién es muy otil en operaciones que involucran potencias de
diez o si se quiere limitar el nimero de cifras decimales en los resultados.

Para seleccionar el formato de los nimeros, activese primero la forma
interactiva denominada CALCULATOR MODES al presionar la tecla (o).
Utilicese entonces la tecla direccional vertical, &7, para seleccionar la opcién
Number format. El valor preseleccionado es Std, o formato estdndar.  En este
formato, la calculadora mostrar& nimeros reales con la maxima precisién
disponible (12 cifras significativas). Para mayor informacién sobre numeros
reales en la calculadora véase el Capitulo 2 en esta Guia. Ejemplos que
utilizan el formato esténdar y otros formatos se muestran a continuacién:

* Formato Estandar:
Este modo es el mds utilizado dado que muestra los nomeros en su
notacién mas comun.

Presiénese la tecla de ment , con la opcién Number format
mostrando el valor Std, para recobrar la pantalla normal. Escribase el
nimero 123.4567890123456 (con16 cifras significativas). Presiénese la
tecla @m) . El nomero se redondea al méximo de 12 cifras significativas, y

se muestra de la siguiente manera:

P123.4067320812
123. 456732013

ETOF |FURGE[CLEAFR
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Formato con nimero de decimales fijo:

Presidnese la tecla (%), y utilicese la tecla direccional vertical, &7, para
seleccionar la opcién Number format. Presiénese la tecla de meng
y selecciénese la opcién Fixed utilizando la tecla & .

CALCULATOR MODEZ
Oparating Hode Alagbradic
a

—FH,

Presiénese la tecla direccional horizontal, (3, y selecciénese el cero

Y
selecciénese el valor 3 (como ejemplo), utilizando las teclas direccionales

verticales, (<) .

enfrente de la opcién Fix.  Presiénese la tecla de meng

Presiénese la tecla de meng para completar la seleccién:

CALCULATOR HODE=
nperating Hode. Alaghiraic
NuHber Forvat...Fix EH _FH,
Anale Heazure....Radians
Coord Zysted Fectangular

yEegp _Hey Click ' Last Ztack

hoose deciHdl places to dizplay
Z[CHOOZE| CAE | DISF [CARCL
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para recobrar la pantalla normal.  El
nimero que se utilizé anteriormente se muestra ahora como:

Presiénese la tecla de ment

P 123,457
123.45

| VIEW | KCL | ZTOR [FURGE]

Noétese que la parte decimal es redondeada, y no truncada. Por ejemplo,
con este formato, el nimero 123.4567890123456 se muestra como
123.457, y no como 123.456. Esto se debe a que el tercer decimal, 6 es
> 5).

Formato cientifico

Para seleccionar este formato, presiénese primero la tecla (o). A
continuacién, utilicese la tecla direccional vertical, &”, para seleccionar
la opcidn Number format. Presiénese la tecla , y selecciénese la
opcién Scientific utilizando la tecla . Manténgase el nomero 3
enfrente de Sci. (Este nimero puede cambiarse de la misma manera en
que se cambié la opcién Fixed en el ejemplo anterior).

CALCULATOR WoDEZ
Operating Hode. Alagbraic
Nunb2r FarHat.... 2 _FH,
Anale Heasurs... Radians
Fectanaular
wEaep _Key Click ¢ Last Ztack

hoosg nuHber display ForHat
FLAGE|CHOOE AF | DISF [CANCL

Presiénese la tecla para recobrar la pantalla normal.  El nimero

utilizado anteriormente se muestra ahora de la forma siguiente:

1.225E3
=Tk [FURGE|CLERF:

Este resultado, 1.23E2, es la versién de la notacién de potencias de diez,

es decir 1.235 ¥ 102 proveida por la calculadora. En este formato
cientifico, el nimero 3 enfrente de la opcién Sci representa el nomero de
cifras significativas que siguen al punto decimal. La notacién cientifica
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siempre incluye una cifra entera como se mostré anteriormente. En este
ejemplo, por lo tanto, el nimero de cifras significativas es cuatro.

Formato de ingenieria

El formato de ingenieria (engineering format) es muy similar al cientifico,
excepto que el exponente en la potencia de diez es un mdltiplo de 3.

Para seleccionar este formato, presiénese primero la tecla (o), y utilicese
la tecla direccional, <&», para seleccionar la opcién Number format.
Presionese la tecla i

y selecciénese la opcién Engineering con la
tecla &>.  Manténgase el nimero 3 delante de la opcién Eng. (Este
nimero puede cambiarse de la misma manera en que se cambié para la
opcién Fix del formato de nomero).

CALCULATOR WODEZ
nparating Hode  Alaebraic
NuHber Fordat....End
Anale Heazure..  Radians
Coprd ZysteH Rgctangular
ywEgap _Hey Click ¢ Laszt Itack

FH,

haazs d-h::.m:l'. places to d;spl.uy
s | DIEF [CANCL

Presiénese la tecla para recuperar la pantalla normal.  El ndmero
utilizado en los ejemplos anteriores se muestra ahora de la siguiente

manera:

123.5E0
=Tk [FURGE|CLERF:

Dado que este nimero posee tres cifras en la parte decimal, se muestra
con cuatro cifras significativas y un exponente de cero cuando se utiliza el
formato de ingenieria. Por ejemplo, el nimero 0.00256 se muestra como:

$123. 5E8
2. 0EEE-2

123.3E
2. SEHE-

| VIEW | KCL | STOR [FURGE]
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Coma vs. Punto decimales

Puntos decimales en nomeros reales pueden re-emplazarse con comas, si el
usuario estd acostumbrado a esa notacién. Para re-emplazar los puntos
decimales con comas, cambiese la opcién FM en la forma interactiva
denominada CALCULATOR MODES como se muestra a continuacién
(Nétese que hemos cambiado el formato de nomeros a esténdar, Std):
Presiénese primero la tecla o). Después, presiénese la tecla direccional
vertical, &7, una vez, y la tecla direccional horizontal, 3, dos veces,
para seleccionar la opcién __FM,. Para seleccionar comas, presiénese la

tecla de mend La forma inferactiva lucird como se muestra a

continuacién:

CALCULATOR HODES
operating Hode.. Hl.g-zl:-r-:l;c
Nunber Fornat....
Anale Heazure. Rud;uns
Conrd ZystgH Fectanaular
wEeep _Hey Click ¢ Last Ztack

=2 CoHHA aF Fraction Hark?®
DIZF |CANCL

Presionese la tecla de menu para recobrar la pantalla normal.  Por
ejemplo, el nimero 123.456789012, utilizado anteriormente, se mostrara

de la forma siguiente utilizando comas:

P 123, 456?89@12
23 455 FE9E1 D

ET0F |FURGE[CLERFR

Medidas angulares
Llas funciones trigonométricas, por ejemplo, requieren argumentos que

representan angulos en el plano. La calculadora provee tres modos diferentes

de medidas angulares, a saber:

Grados (Degrees): Existen 360 grados (360°) en un circulo.

Radianes: Existen 27z radianes (27 ") en un circulo.
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*  Grados decimales (Grades): Existen 400 grades (400 9) en un circulo.

las medidas angulares afectan los resultados de funciones tales como
seno(SIN), COS, TAN vy funciones asociadas.

Para seleccionar las medidas angulares utilicese el procedimiento siguiente:
*  Presiénese primero la tecla @) . A continuacién, utilicese la tecla &0,

dos veces. Selecciénese la opcién Angle Measure utilizando ya sea la
tecla (segunda columna en la quinta fila contando de abajo hacia

arriba), o la tecla de meno Si se utiliza la dltima opcién, utilicense
las teclas direccionales verticales, ¢ 3, para seleccionar la medida
angular, y presiénese la tecla #

ejemplo, en la siguiente pantalla, se selecciona Radianes como la medida

para completar la operacién.  Por

angular:

CALCULATOR HODE=
nperating Hode. Alagbraic
NuHber Fordat.... 2td _FH,
Anale Heazure....
Coord Zysted Fectangular

yEegp _Hey Click ' Last Ztack

hoose angls Heazurg
Z[CHOOZE| CAE | DISF [CARCL

Sistema de coordenadas
La seleccién del sistema de coordenadas afecta la forma en se escriben y se

muestran vectores y nUmeros complejos. Para mayor informacién sobre
numeros complejos y vectores, véanse los Capitulos 4 y 8, respectivamente, en
esta Guia. Existen tres sistemas de coordenadas en la calculadora:
Rectangulares (RECT), Cilindricas (CYLIN), y Esféricas (SPHERE).  Para
seleccionar el sistema de coordenadas uti

icese el procedimiento siguiente:

*  Presiénese primero la tecla @) . A continuacién, utilicese la tecla
direccional vertical, <37, tres veces. Una vez seleccionada la opcién
Coord System, seleccidnese la medida angular utilizando la tecla (3, o
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la tecla Si se sigue la dltima opcién, utilicense las teclas
direccionales verticales, (@ 37, para seleccionar el sistema de

para completar la operacién.

coordenadas, y presiénese la tecla
Por ejemplo, en la siguiente pantalla se seleccionan coordenadas polares:

CALCULATOR HODEZ
Op2rating Hode.. Alagbraic
NuHber Fordat.... s4d _FH,
Anale Heasure....Radian:s

Sefial sonora, sonido de tecla, y Ultima escritura
La linea pasada de la forma de la entrada de la forma CALCULATOR MODES
incluye las opciones:

_Beep _Key Click _Last Stack

Al colocar la marca de aprobado al lado de cada uno de estas opciones, la

opcién  correspondiente es activada. Estas opciones se describen a

continuacién:

_Beep : (sefial sonora) Cuando esté seleccionado, la sefial sonora de
la calculadora estd activa. Esta operacién se aplica
principalmente a los mensajes de error, pero también a
algunas funciones del usuario como BEEP.

_Key Click : (sonido de tecla) Cuando estd seleccionado, cada tecla, al
presionarse, produce un sonido “clic”

_last Stack: Guarda el contenido de la escritura més reciente en la
pantalla para usarse con las funciones UNDO y ANS  (ver el
capitulo 2).

La opcién _Beep puede ser Gl para aconsejar al usuario sobre errores. Usted

puede desconectar esta opcién si usa su calculadora en una sala de clase o

una biblioteca.

La opcién _Key Click puede ser til como manera audible de comprobar que

cada tecla operé segin lo previsto.
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La opcién _Last Stack es muy 0til para recuperar la operacién pasada en caso
de que la necesitemos para un nuevo célculo.

Para seleccionar, o para remover, cualesquiera de estas tres opciones, primero
presiénese la tecla (oo8). Y después,

* Use la tecla vertical, &, cuatro veces para seleccionar la opcién _Last
Stack. Use la tecla

para cambiar la seleccién.

* Use latecla @ para seleccionar la opciéon _Key Click. Use la tecla
para cambiar la seleccién.

* Use la tecla @ para seleccionar la opcién _Beep. Use la tecla i
para cambiar la seleccién.

* Presione para terminar la operacién.

Seleccionando opciones del CAS

El término CAS significa Computer Algebraic System, o Sistema Algebraico
Computacional. EI CAS es el centro matemdtico de la calculadora donde
residen las operaciones y funciones simbélicas de la misma. El CAS presenta
un nomero de opciones que pueden ajustarse de acuerdo a la operacién de
interés. Estas son:

* Variable independiente preseleccionada

*  Modo numérico vs. simbdlico

*  Modo detallado (verbose) vs. no-detallado (non-verbose)

*  Operaciones paso-a-paso

* Formato polinémico con potencia creciente

*  Modo riguroso (para el valor absoluto)

*  Simplificacién de expresiones no racionales

Detalles sobre la seleccion de las opciones CAS son presentados en el
Apéndice C.
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Seleccién de los modos de la pantalla

Lla pantalla de la calculadora posee un nimero de opciones que el usuario
puede ajustar a su gusto. Para ver las opciones disponibles, use el
procedimiento siguiente:

* Para empezar, presiénese la tecla para activar la forma denominada
CALCULATOR MODE. Dentro de esta forma interactiva, presiénese la tecla
para activar la forma denominada DISPLAY MODES:

de menu

DIZFLAY WODES
Fent:Ft2_ B2 5YSTEM 2
Edit: !Sﬂul.l. _Full Fage _Indent
Stack:_SHall o Textbook
EgH: _ZHall _ZHall Ztack Disp

Header: 2 _Clack _Analog

dit uFing FHall Fant?

*  Para navegar a través de las diferentes opciones en la forma interactiva
DISPLAY MODES utilicense las teclas direccionales: @ > cay .

* Para seleccionar o remover cualquiera de las opciones mostradas en la
figura anterior (las opciones selectas se indican con la marca de
aprobado, v'), seleccidnese la linea previa a la opcién de interés, y

¥ hasta conseguir la opcién deseada.

presiénese la tecla de ment
Cuando se selecciona una opcién, se muestra una marca de aprobado, v,
en la linea precedente (por ejemplo, en la opcién Textbook en la linea
Stack: en la figura anterior). Opciones no seleccionadas no mostraran la
marca de aprobado, v, en la linea precedente (por ejemplo, las opciones
_Small, _Full page, e _Indent en la linea Edit: en la figura anterior).

*  Para seleccionar el tipo de caracteres (Font) para la pantalla, selecciénese
la opcién Font: en la forma interactiva denominada DISPLAY MODES, y
utilicese la tecla de ment

* Después de haber seleccionado y/o removido todas las opciones
deseadas en la forma interactiva DISPLAY MODES, presiénese la tecla de
Esta accién permite al usuario recobrar la forma interactiva
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denominada CALCULATOR MODES en la pantalla.  Para recobrar la

pantalla normal, presiénese la tecla de menu

una vez mds.

Seleccién del tipo de caracteres (font)
Para empezar, presiénese la tecla para activar la forma interactiva
CALCULATOR MODES. Dentro de esta forma interactiva, presiénese la tecla

de meny

para activar la forma interactiva denominada DISPLAY
MODES. la pantalla indicard que la opcién Ft8 O:system 8 ha sido
seleccionada para la linea Font: en la forma interactiva DISPLAY MODES. Este
es el valor pre-selecto para la linea Font. Al presionar la tecla de mend |

la pantalla proveerd todas las opciones posibles para el tipo de caracteres:

[Fysten Font 2 |
Fan:|Susten Font 7 .
|zuzten Font &
Head|propze. . .

hogse ZysteH Font

Existen tres opciones estandares disponibles System Fonts (de tamafos 8, 7, y
6) y una cuarta opcién, Browse... Esta ltima opcién permite al usuario a
buscar tipos adicionales que pueden ser creados por el usuario o copiados en
la memoria de la calculadora de otras fuentes.

Practique cambiar el tamafo de los caracteres a 7'y 6. Presiénese la tecla
para aceptar la seleccién del tamafio de los caracteres. Una vez seleccionado

el tamafo de los caracteres, la tecla de meng para recobrar la forma
interactiva denominada CALCULATOR MODES.  Para recobrar la pantalla

normal, presiénese la tecla de meng

una vez mdas. Obsérvese como la
pantalla se ajusta al tamafio de caracteres seleccionado por el usuario.

Seleccién de las propiedades del editor de linea

Para empezar, presiénese la tecla para activar la forma interactiva
CALCULATOR MODES. Dentro de esta forma interactiva, presiénese la tecla
de menu para activar la forma interactiva DISPLAY MODES. Presiénese
la tecla direccional vertical, &7, una vez, para alcanzar la linea Edit. Esta
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linea muestra tres propiedades del editor que pueden ser modificadas.
Cuando se seleccionan estas propiedades (se muestra una marca de
aprobado, ¥') se activan las siguientes opciones:

_Small Se cambia el tamafio de los caracteres a pequefio.
_Full page Permite posicionar el cursor al final de una linea
_Indent Produce una auto-margen al presionar la tecla

alimentadora de lineas (Enter)

Instrucciones para el uso del editor de linea se presentan en el Capitulo 2 de
esta Guia.

Seleccién de las propiedades de la pantalla (Stack)

Para empezar, presiénese la tecla para activar la forma interactiva
CALCULATOR MODES. Dentro de esta forma interactiva, presiénese la tecla
de meny §

para activar la forma interactiva DISPLAY MODES. Presiénese

la tecla direccional vertical, <3, dos veces, para alcanzar la linea Stack. Esta
linea muestra dos propiedades del editor que pueden ser modificadas.
Cuando se seleccionan estas propiedades (se muestra una marca de
aprobado, v') se activan las siguientes opciones:

_Small Cambia el tamafio de los caracteres a pequefio. Esta opcién
maximiza la cantidad de informacién presentada en la
pantalla. Esta seleccion precede a la seleccion del tamafio de
los caracteres de la pantalla.

_Textbook Muestra las expresiones matemdticas en notaciéon matemética
propia

Para ilustrar estas opciones, ya sea en modo algebraico o RPN, utilicese el
escritor de ecuaciones para escribir la siguiente expresion:

(P ew(P) oI @) I EEm)
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En modo algebraico, la siguiente pantalla muestra este resultado cuando no se
selecciona ni la opcién _Small ni la opcién _Textbook en la linea Stack:

TOB oy EXPC—40 010

+HIEL | DEL+|DEL L| IN: m

Cuando se selecciona la opcién _Small solamente, la pantalla muestra lo
siguiente:

ol v ERFO-HY L HD

+OEL | DEL=+|DEL L| ING =

Con la opcién _Textbook seleccionada (este es el valor predefinido), ya sea
que se seleccione la opcién _Small o no, la pantalla muestra el siguiente
resultado:

Seleccién de las propiedades del escritor de ecuaciones (EQW)

Para empezar, presiénese la tecla para activar la forma interactiva
CALCULATOR MODES. Dentro de esta forma interactiva, presiénese la tecla
de menu para activar la forma interactiva DISPLAY MODES. Presiénese
la tecla direccional vertical, 37, tres veces, para activar la linea EQW

(Equation Writer). Esta linea muestra dos propiedades del editor que pueden
ser modificadas. Cuando se seleccionan estas propiedades (se muestra una
marca de aprobado, v) se activan las siguientes opciones:

_Small Cambia el tamafio de los caracteres a pequefo
cuando se utiliza el escritor de ecuaciones
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_Small Stack Disp Muestra tamafio pequefio de caracteres después de
utilizar el escritor de ecuaciones

Instrucciones detalladas del uso del escritor de ecuaciones (EQW) se presentan
en ofras secciones de esta Guia.

. . < X , .
En el ejemplo de la integral L e “dX, que se presenté anteriormente, el

seleccionar la opcién _Small Stack Disp en la linea EQW de la forma DISPLAY
MODES produce el siguiente resultado:

+IEL | DEL=+|DEL L| INS =

Seleccién del tamaiio del encabezado
Presiénese primero la tecla para activar la forma inferactiva denominada

CALCULATOR MODES. Dentro de esta forma, presiénese la tecla para
mostrar la forma interactiva denominada DISPLAY MODES. Presiénese la tecla
@, cuatro veces, para obtener la linea Header (encabezado). El valor 2 se

pre-asigna a la localidad Header. Esto significa que la parte superior de la
pantalla contendrd dos lineas, uno que demuestra las opciones actuales de la
calculadora, y la segundo que demuestra el sub-directorio actual dentro de la
memoria de la calculadora (estas lineas fueron descritas anteriormente en esta
guia). El usuario puede seleccionar los valores de1 6 O para reducir el nomero
de las lineas del encabezado en la pantalla.

Seleccién del formato del reloj

Presiénese primero la tecla para activar la forma interactiva denominada
CALCULATOR MODES. Dentro de esta forma, presiénese la tecla (D)
para mostrar la forma interactiva denominada DISPLAY MODES. Presiénese la

tecla <37, cuatro veces, para obtener la linea Header (encabezado). Use la
tecla () para seleccionar la linea delante de las opciones _Clock o _Analog.

Presionese la tecla §vEEE# hasta conseguir la opcién deseada. Si se
selecciona la opcién _Clock, la hora del dia y la fecha se mostraran en la
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esquina superior derecha de la pantalla.  Si se selecciona la opcién _Analog,
un reloj analégico, en vez de un reloj digital, se mostrard en la esquina
superior derecha de la pantalla. Si no se selecciona la opcién _Clock, o si el
encabezado no estd presente, o es muy chico, la fecha y la hora no se
mostraran en la pantalla.

Péagina 1-31



Capitulo 2
Introduccién a la calculadora

En este Capitulo se presentan las operaciones bésicas de la computadora
incluyendo el uso del escritor de ecuaciones (El escritor de ecuaciones) y la
manipulacién de los objetos (datos) en la calculadora. Ana
en este Capitulo para conocer mejor la operacién de la calculadora en futuras

icense los ejemplos
aplicaciones.

Objetos en la calculadora

Cualquier nomero, expresién, cardcter, variable, etc., que se pueda crear y
manipular en la calculadora se denomina un objeto de la calculadora. Algunos
de los objetos mas dtiles se enumeran a continuacién.

NUmeros reales. Estos objetos representan un nimero, positivo o negativo,
con 12 cifras significativas y un exponente con un rango de -499 a +499.
Ejemplos de reales son: 1., -5., 56.41564 1.5E45, -555.74E-95

Cuando se escribe un nimero real, se puede utilizar la tecla para escribir
el exponente y la tecla para cambiar el signo de la mantisa.

Obsérvese que los reales deben ser escritos con un punto decimal, ain y
cuando el ntmero no tenga una parte fraccionaria. Si no el nimero escrito se

opera como nimero entero, que es un objeto diferente en la calculadora. Los
numeros reales se operan en la calculadora como cualquier nomero en una

expresiéon matemdtica.

Numeros enteros. Estos objetos representan los nimeros enteros (nGmeros

imites (excepto la memoria de la
calculadora).  Ejemplos de  nomeros  enteros: 564654112, -

413165467354646765465487. Notese que estos nimeros no tienen un
punto decimal.

sin parte fraccionaria) y no tienen
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Debido a su formato de almacenaie, los nimeros enteros mantienen siempre la
precisién completa en su cdlculo. Por ejemplo, una operacién tal como 30/14,
con nUmeros enteros, producird 15/7 y no 2.142.... Para forzar un resultado
real (o de punto decimal flotante), utilice la funcién >NUM () =wur

Los nGmeros enteros se utilizan con frecuencia en funciones del CAS mientras
que han sido disefiadas para mantener la precisiéon completa en su operacion.

Si el modo aproximado (APROX) se selecciona en el CAS (véase el apéndice
C), los nimeros enteros seran convertidos automdaticamente a reales. Si usted
no estd planeando utilizar el CAS en sus operaciones, es una buena idea
cambiar el CAS directamente al modo aproximado. Refiérase al apéndice C
para mads detalles.

La mezcla de nimeros enteros y reales o el confundir un nGmero entero con un
real es una ocurrencia comin. la calculadora detectard tales mezclas de
objetos y le preguntard si usted desea cambiar al modo aproximado.

Los nomeros complejos, son una extensiéon de los nimeros reales que

incluyen la unidad imaginaria, i 2 = -1. Se escribe un némero complejo, Vg., 3
+ 2i, como (3, 2) en la calculadora. Los nimeros complejos se pueden exhibir
en modo cartesiano o polar dependiendo de cual sistema haya sido
seleccionado. Obsérvese que los nimeros complejos se almacenan siempre en
modo cartesiano y que solamente se afecta el formato de presentacién al
cambiar coordenadas. Esto permite que la calculadora guarde tanta precision
como sea posible durante célculos.

La mayoria de las funciones mateméticas operan con nimeros complejos. No
hay necesidad de utilizar una funcién "compleja +" para sumar nimeros
complejos. Usted puede utilizar la misma funcién que se usa con los
numeros reales o enteros.

Las operaciones con vectores y matrices utilizan objetos del tipo 3, arreglos
reales, y, de ser necesarios, del tipo 4, arreglos complejos. Objetos del

Péagina 2-2



tipo 2, cadenas de caracteres, son simplemente lineas del texto (incluido
entre comillas) producidas con el teclado alfanumérico.

Una lista es simplemente una coleccién de objetos incluidos entre teclas {} y
separados por espacios en modo de RPN (la tecla espaciadora es la tecla
(,)), o por comas en modo algebraico. Las listas, objetos del tipo 5, pueden
ser muy Utiles al procesar colecciones de nimeros. Por ejemplo, las columnas
de una tabla se pueden entrar como listas. Si se prefiere, una tabla se puede
escribir como una matriz o arreglo.

Obijetos del tipo 8 son programas en lenguaje UserRPL. Estos objetos son
simplemente colecciones de instrucciones incluidas entre los simbolos < < > >.

Se asocian a programas los nombres de objetos tipo 6 y 7, objetos globales
y locales, respectivamente. Estos nombres, o variables, se utilizan para
almacenar cualquier tipo de objetos. El concepto de nombres globales o
locales se relaciona con el alcance la variable en un programa dado.

Un objeto algebraico, o simplemente, un algebraico (objeto de tipo 9), es
una expresién algebraica vélida incluida entre comillas o ticks.

los nomeros enteros binarios, objetos del tipo 10, se utilizan en
informdtica.

Los objetos gréficos, objetos de tipo 11, almacenan diagramas producidos
por la calculadora.

Los objetos rotulados (tagged obijects), objetos de tipo 12, se utilizan en la
salida de muchos programas para identificar resultados. Por ejemplo, en el
objeto rotulado: Media: 23.2. la palabra Media: es la etiqueta o rétulo usado
para identificar el nomero 23.2 como la media de una muestra, por ejemplo.
Llos objetos de unidades, objetos de tipo 13, son valores numéricos con
una unidad fisica adjunta.
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Los directorios, objetos del tipo 15, son posiciones de memoria usadas para
organizar las variables en una manera similar como las carpetas se utilizan en
un ordenador personal.

las bibliotecas, objetos de tipo 16, son programas que residen en los
puertos de la memoria que son accesibles dentro de cualquier directorio (o de
sub-directorio) en su calculadora. Se asemejan a funciones predefinidas,
objetos del tipo 18, y a las instrucciones predefinidas, objetos del tipo
19, en la manera en que se utilizan.

Edicion de expresiones en la pantalla
En esta seccién se presentan ejemplos de la edicion de expresiones

directamente en la pantalla de la calculadora.

Creacién de expresiones aritméticas
Pare ejecutar este ejemplo, selecciénese el modo operativo Algebraico y el

formato Fix con 3 decimales para la pantalla.  Escribase la expresién:

1.0+Q
7.5

5.0 ——"—
~73.0-2.0
Para escribir esta expresién, utilicense las siguientes teclas:

B ED I CGHIERUDESES WD EDED A D EDOIES
=) =@

La expresion resultante es: 5*(1+1/7.5)/(N3273).

Presidnese la tecla para mostrar la expresién en la pantalla:
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Noétese que, es la opcién EXACT se selecciona para el CAS (véase el Apéndice
C en la Guia del Usuario) y se escribe la expresion utilizando nimeros enteros
para los valores enteros, el resultado es una expresién simbdélica, por ejemplo,
EBEI G ERTDED UBES VA ED S B ED
=) WGEI=@0D0)

Antes de producirse el resultado, se solicita que el usuario cambie el modo a
Approximate (aproximado). Acéptese el cambio para obtener el resultado
mostrado a continuacién (mostrado con formato Fix con tres decimales — véase
el Capitulo 1):

1.864
s ]

5.@@@{1.aaa+

{2, BEE-2. EIEIES' B
+IEL | DEL+|DEL L] INZ =

En este caso, cuando la expresion se escribe directamente en la pantalla. En
cuanto se presiona la tecla @), la calculadora intentard calcular el valor de la
expresiéon.  Si la expresion se escribe entre apéstrofes, la calculadora
simplemente reproduce la expresién tal y como fue escrita. Por ejemplo:
COEOxIE@)Y  (DEWIEEIICIEIm )
0 ()20 ) e=

El resultado se muestra a continuacién:

. L i
B-z° )
5'[1+ﬁ]

-z

EDIT | YIEH ET0F |FURGE[CLEAFR
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Para evaluar la expresién en este caso, utilicese la funcién EVAL :

EDEDm

Si la opcién Exact ha sido seleccionada para el CAS, se solicita que el usuario
cambie el modo a Approximate (aproximado). Acéptese el cambio para
obtener la evaluacién de la expresiéon como se demostré en un ejemplo
anterior.

Una forma alternativa para evaluar la expresién escrita entre apéstrofes en el
ejemplo anterior, consiste en utilizar la funcién >NUM ( (5D =wum ),

A continuacién, se escribe la expresion utilizada anteriormente con la
calculadora utilizando el modo operativo RPN.  Selecciénese la opcién Exact
para el CAS y la opcién Textbook para la pantalla.  Utilicense las siguientes
teclas para escribir la expresién entre apéstrofes utilizada anteriormente, es
decir,

G EDEEI G/ ARUBED D E s EDEB D
= OGE@LIC) @

El resultado se muestra en la siguiente pantalla:

—
[TRT

1

5‘[“?.5]
E—za

'WIEH ] RCL | 2T0F JPURGE

Presidnese la tecla una vez mds para producir dos copias de la expresién
en la pantalla. Evaltese la expresién en el nivel 1 utilizando la funcién EVAL
primero, y después la funcion 2NUM (D).

A continuacién se explican los pasos en detalle: Primero, evalte la expresion

utilizando la funcién EVAL. Esta expresion es semisimbélica en el sentido de

que existen componentes reales (nUmeros reales) en el resultado, asi como la
expresion simbdlica V3. A continuacién, intercambiense las posiciones de los
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niveles 1 y 2 en la pantalla y evaltese la expresion utilizando la funcién

S>NUM: 5> () =

Este Gltimo resullado es puramente numérico, de manera que, los dos
resullados en la pantalla, aunque representan la evaluacién de la misma
expresion, aparecen en formas diferentes. Para verificar que el valor resultante
es el mismo, obténgase la diferencia de estos dos valores y evalUese esta
diferencia usando la funcién EVAL:

= Subtract level 1 from level 2
Evaluate using function EVAL

El resultado es cero(0.).

Nota: Evite mezclar nomeros enteros y reales para evitar conflictos en los
célculos. Para muchas aplicaciones en la ciencia y en la ingenieria,
incluyendo la solucién numérica ecuaciones, aplicaciones estadistica, etc., el
modo APROX (véase el apéndice C) es el mejor. Para los usos matemdticos,
isis vectorial, élgebra, etc., se prefiere el modo EXACT.

es decir, célculo, and
Familiaricese con las operaciones en ambos modos y aprenda cémo
cambiar del uno al ofro para diversos tipos de operaciones (véase el
apéndice C).

Edicién de expresiones aritméticas
Suponga que hemos escrito la expresién siguiente, entre comillas, con la

calculadora en modo de RPN y el CAS fijado a EXACT:

1z 1
5t
E-z7
[VIEW] RCL | 310k [FURGE]
1+L
7.5

més bien que la expresién prevista: 5 - La expresién incorrecta fue

V3-2°

escrita usando:
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(DEOIE)Y (DI )
= @I @

Para activar el editor de linea use (9)<3’. Lla pantalla ahora luce como
sigue:

FEC1-11. 730 0 53-273

+IEL | DEL=+|DEL L| ING =

El cursor editor se demuestra una flecha izquierda pulsante sobre el primer
carécter en la

inea que se corregird. Puesto que el corregir en este caso
consiste en remover algunos caracteres y en substituirlos por otros, utilizaremos
las teclas @O para mover el cursor al lugar apropiado para edicién, y la
tecla de cancelacién, («), para eliminar caracteres.

Las teclas siguientes completan la correccién para este caso:

* Presione la tecla O hasta que el cursor esté inmediatamente a la derecha
del punto decimal en el término 1.75

* Presione la tecla de cancelacién, (€, dos veces para eliminar el 1.

* Presione la tecla 3, una vez, para mover el cursor a la derecha del 7

*  Escriba un punto decimal con (=)

* Presione la tecla (), hasta que el cursor estd inmediatamente a la
derecha de V5

* Presione la tecla de cancelacién, (€D, una vez, para borrar el caracter 5

*  Escriba un 3 con

* Presione para volver a la pantalla

La expresién corregida estd disponible ahora en la pantalla.

EDIT | YIEH ETOF |FURGE[CLEAFR
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El corregir de una linea de la entrada cuando la calculadora estéd en modo de
funcionamiento algebraico es exactamente igual que en el modo RPN. Usted
puede repetir este ejemplo en modo algebraico para verificar esta asercion.

Creacién de expresiones algebraicas
Las expresiones algebraicas incluyen no solamente nimeros, sino también

variable. Por ejemplo, escribase la siguiente expresion algebraica:

X
2L‘/1+E I

+2—
R+y b

Selecciénese el modo operativo Algebraico en la calculadora, la opcién Exact
en el CAS, y la opcién Textbook para la pantalla. Escribase la expresién
propuesta utilizando las siguientes teclas:

CO2CIr @O (e )@ oo+ J)a)
0 (@ () ()@ 00 (2w @ (=) @m) (9@

Presiénese la tecla para obtener el siguiente resultado:

=

2L [1+E
R, 2L

E+y b
EDIT | WIEW [sTack] koL [FURGE|CLERR

Esta expresién puede escribirse con la calculadora en modo operativo RPN de
la misma forma especificada anteriormente para el modo operativo algebraico
(ALG).

Para obtener informacién adicional en la edicion de expresiones algebraicas
en la pantalla, véase el Capitulo 2 en la Guia del Usuario de la calculadora.
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Edicién de expresiones algebraicas

La edicién de una expresién algebraica con el editor de linea es muy similar la
edicién de una expresién aritmética (véase el ejercicio anterior). Suponga que
deseamos modificar la expresién incorporada anteriormente de manera que
luzca como se muestra a continuacién:

e

R+x

Para corregir esta expresién algebraica usando el editor de linea use ()< .
Esto activa el editor de linea redactor, mostrando la expresién que se corregira
como sigue:

iIE*J":1+:{fE}f'iR+'=|}+E*

+OEL | DEL+|DEL L| INS =

El cursor editor se muestra como una flecha izquierda pulsante sobre el primer
carécter en la linea a editarse.  Como en un ejercicio anterior en edicién,
utilizaremos las teclas @ para mover el cursor al lugar apropiado para
edicién, y la tecla de cancelacién, (), para eliminar caracteres.

Las teclas siguientes completaran la edicién para este caso:

* Presione (, hasta que el cursor estd a la derecha de x

* Escriba para escribir la potencia 2 para la x

* Presione (), hasta que el cursor estd a la derecha de y

* Presione (@), una vez para borrar los caracteres y.

e Escriba @rm) () ®

* Presione (®, 4 veces para mover el cursor a la derecha de
¢ Escriba para escribir el simbolo de raiz cuadrada

*  Escriba (9)_ para incorporar un par de paréntesis

*  Presione 0> (@) para suprimir el paréntesis derecho del par
*  Presione O, 4 veces para mover el cursor a la derecha de b

*
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e Escriba (D0

para escribir segundo par de paréntesis
* Presione (@) para suprimir el paréntesis izquierdos del par

*  Presione para regresar a la pantalla normal.

El resultado es:

Note que la expresién se ha ampliado para incluir términos por ejemplo |R],
Para ver si podemos

' }::

_2|_ 1+ 2L

" RE+y b

[[E R+2ucl Bl R+ JEE ey
SRERME+:)

EDIT | VIEH | KCL | STok [FURGE|CLEAK

el valor absoluto, y SQ(b-R), el cuadrado de b-R.

simplificar este resultado, use FACTOR(ANS(1)) en modo ALG:

* Presione (9)< para activar el editor de linea una vez més. El resultado

es!:

*  Presione una vez mds para regresar a la pantalla normal.

Para ver la expresiéon entera en la pantalla, podemos cambiar la opcién _Small
Screen Disp en la forma SCREEN MODES (ver el capitulo 1).

L = | Mt A | A
SEIEe R+
i FACTORIAMSI1)
2 2

2-[[4_ R+xJE MR+ [R +3¢ R]
2z

[F+:1b R
=Tk [FURGE|CLERF:

b¥R+xEIb*AE %
b

T =
Ro2twt2xRaxl %
#HABSCRY=CTL*AB
LR+ ECBT 2R

R o
A

+DEL | DEL+[DEL L

efectuar este cambio, la pantalla mirard como sigue:

Después de



e L

N TN e
TRLERMCRE]
s FRCTORCANSCAD)

(2B hit 2o dB LT bbb s 2R+ il

bR +b SR

EDIT | YIEH ETOF |FURGE[CLEAFR

Nota: Para utilizar los letras griegas y ofros caracteres en expresiones
algebraicas utilice el mens CHARS. Este ment se activa con () @4 . Los
detalles se presentan en el apéndice D.

Uso del escritor de ecuaciones (EQW) para crear
expresiones

El escritor de ecuaciones es una herramienta muy importante que permite al
usuario no solamente escribir o ver una ecuacién, sino también modificar y
manipular expresiones, y aplicar funciones a las mismas. El escritor de
ecuaciones (EQW), por lo tanto, permite que usted realice operaciones
matemdticas complejas, directamente, o en un modo paso a paso, tal como
Ud. las haria en el papel, al resolver, por ejemplo, problemas del calculo.

El escritor de ecuaciones se activa al presionar (P)_ew (la tercera tecla
en la cuarta fila del teclado). La pantalla resultante es la siguiente. Presiénese
la tecla para acceder la segunda pagina del meng:

EDIT | CURE EVAL |FACTO] =

las seis teclas de ment del escritor de ecuaciones activan las siguientes
funciones:

para editar una linea (véase los ejemplos anteriores)

destaca la expresién y agrega un cursor grafico a la misma

si estd seleccionada (identificado por el cardacter visible en la etiqueta) la
pantalla usa caracteres de tamario 8 (los caracteres mas grande disponibles en
el sistema)
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permite evaluar, simbélicamente o numéricamente, una expresién
destacada en la pantalla del escritor de ecuaciones (similar a () (g40)
permite factorizar la expresién destacada en la pantalla del escritor de

ecuaciones (si la factorizacién es posible)

: permite simplificar una expresién destacada en la pantalla del escritor

de ecuaciones (tanto como puede ser simplificada segun las reglas algebraicas
del CAS)

Presionando la tecla (%7), se muestran las siguientes instrucciones en el menu:

L]EI!EII--A

Estas teclas del menG para el escritor de ecuaciones activan las funciones

siguientes:

: permite acceso a la coleccién de funciones del CAS enumeradas en
orden alfabético. Esto es Gtil para activar funciones del CAS en cualquier
expresion disponible en el escritor de la ecuacién.

: activa la funcién informativa del CAS de la calculadora que provee
informacién y ejemplos de las funciones del CAS.

Algunos ejemplos del uso del escritor de ecuaciones se muestran a
continuacioén.

Creacién de expresiones aritméticas
La escritura de expresiones en el Escritor de ecuaciones es muy similar a la

escritura de expresiones entre apéstrofes en la pantalla. La diferencia principal
es que en el Escritor de ecuaciones las expresiones producidas se presentan en
el estilo “textbook” (libro de texto, es decir, utilizando notacién matematica
similar a la de un libro de texto) en vez de escribirse como en el editor de linea
en la pantalla.  Por ejemplo, escribase el siguiente ejercicio en el escritor de
ecuaciones: (5)=)C5)HI2)

El resultado es la expresion
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EDIT | CURS

El cursor se muestra como una flecha apuntando hacia la izquierda. El cursor
indica la posicién de edicién actual en la pantalla del escritor de ecuaciones.
Por ejemplo, con el cursor en la posicion mostrada anteriormente, escribase:

OGO

La expresion asi editada lucird ahora de la siguiente manera:

T
5+2{5*3+]

Supéngase que se desea reemplazar la expresién entre paréntesis en el
denominador (es decir, 5+1/3) con (5+12/2). Para empezar, utilicese la tecla

de borrar ((#)) para borrar la fraccién 1/3, y reemplazarla con n2/2.
Utilicense las siguientes teclas:

(W@

A este punto, la pantalla luciré de la siguiente manera:

5+2'[5+TI'E*]

ara escribir el denominador ebajo de m“, es necesario seleccionar la
P bir el d dor 2 debajo de 72 I I

expresién 12 complefa. Esto se consigue al presionar la tecla direccional

horizontal 3, una sola vez. Después, escribase: (=)(2)

La expresion resultante es:
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Supéngase que se quiere sumar la cantidad 1/3 a esta expresiéon para
obtener:

5 1
5+2-(5+”2)

Para empezar, es necesario seleccionar todo el primer término utilizando, ya
seq, la tecla direccional horizontal () o la tecla direccional vertical (&),
repetidamente, hasta que la expresion completa haya sido seleccionada, es
decir, siete veces:

Nota: Como forma alternativa, comenzando en la posicién original del

cursor (a la derecha del 2 en el denominador de n2/2), se puede utilizar la
combinacién de teclas (PJ¢ay, que se interpreta como ((P) = ).

Una vez seleccionada la expresién como se mostré anteriormente, escribase

(PTIEEI3) para agregar la fraccién 1/3 a la expresién. El resultado es:
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Mostrar la expresién en tamaiio pequeiio
Para mostrar la expresién en caracteres pequefios (el cudl podria ser dtil si la

expresion es larga y complicada), presione simplemente la tecla Para
este caso, la pantalla lucird como sigue:
5 1
T H
E+d 5+“T
EDIT | CUES EVAL [FRCTY
Para recuperar los caracteres grandes en la pantalla, presione una vez

mds.

Evaluacién de la expresiéon
Para evaluar la expresién (o las partes de la expresion) dentro del escritor de
ecuaciones, destaque la pieza que usted desea evaluar y presione la tecla

Por ejemplo, para evaluar la expresién entera en este ejercicio, primero,

destaca la expresién entera, presionando x. Entonces, presione i .
Si su calculadora se fija en modo Exact del CAS (es decir la opcién _Approx
del CAS no ha sido seleccionada), entonces usted conseguird el resultado
simbélico siguiente:

EDIT | CURE

Si Ud. quiere recobrar la expresién sin evaluar utilice la funcién UNDQ, i.e.,
(P) wo (la primera tecla en la tercera fila contada de la parte superior del
teclado). La expresién recuperada se demuestra destacada como antes:
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Si Ud. desea un resultado numérico, use la funcién NUM (es decir, (B ) =num ).
El resultado es el siguiente:

EDIT | CURS
Utilice la funcién UNDO ( (P) w0 ) una vez mds para recobrar la expresién
original:

Evaluacién de una sub-expresién

Suponga que usted desea evaluar solamente la expresién en paréntesis en el
denominador de la primera fraccién en la expresién mostrada arriba. Usted
tiene que utilizar las teclas direccionales para seleccionar esa sub-expresién
particular. He aqui una manera de hacerlo:

@ Destacar solamente la primera fraccién

@ Destacar el numerador de la primera fraccién

@ Destacar primer término en denominador de la primera fraccién

(® Destacar denominador de la primera fraccién

(® Destacar segundo término en denominador de la primera fraccién

@ Destacar primer factor en segundo término en denominador de primera
fraccion

(O Destacar expresién en paréntesis en denominador de la primera fraccion
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Puesto que ésta es la sub-expresion que deseamos evaluar, podemos ahora
presionar dando por resultado:

Una evaluacién simbélica una vez més. Suponer que, a este punto, deseamos
evaluar la fraccién lateral izquierda solamente Presione la tecla direccional
vertical superior (¢(&)) tres veces, para seleccionar esa fraccién, dando por
resultado:

Entonces, presiona

Intentemos una evaluacién numérica de este término a este punto. Utilizar

(P) = para obtener:
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Destaquemos la fraccién a la derecha, y obtengamos una evaluacién numérica
de ese término también, y mostremos la suma de estos dos valores decimales

en formato pequefio usando: (> () =wum , conseguimos:

Para destacar y evaluar la expresién en el escritor de ecuaciones utilizamos:

ay , dando por resultado:

EVAL |FACTO

Edicién de expresiones aritméticas
Demostraremos algunas de las funciones de edicién en el escritor de

ecuaciones como ejercicio. Comenzamos escribiendo la expresién siguiente
usada en los ejercicios anteriores:

Y tilizard las funciones de edicién del escritor de ecuaciones para
transformarlo en la expresién siguiente:
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En los ejercicios anteriores utilizamos la tecla de flecha vertical hacia abajo
para destacar las sub-expresiones para la evaluacién. En este caso, las
utilizaremos para accionar un cursor de edicién. Después de que usted haya
acabado de escribir la expresién original, el cursor de escritura (una flecha
apuntando a la izquierda) serd situado a la derecha del 3 en el denominador
de la segunda fraccién segin muestra aqui:

Usando (@) usted puede mover el cursor en la direccién izquierda general,

pero parando en cada componente individual de la expresién. Por ejemplo,
suponga que primero queremos transformamos la expresién 7 2/2 a la

expresién IN(7>/3) . Con el cursor transparente activo, como se mostré
anteriormente, Presione la tecla (@) dos veces para destacar el 2 en el
denominador de 72/2. Después, presione ((®)) para cambiar el cursor al
cursor de insercién. Presione (#) una vez mas para eliminar el 2, y entonces
para escribir un 3. A este punto, la pantalla luce como sigue:

— 5 .1
)
Sz S+ie

EDIT | CURE | EIG =] EVAL [FACTH]
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Después, presione la tecla (37 )para activar el cursor transparente de edicién
destacando 3 en el denominador de 7 2/3. Presione la tecla (@) para

destacar el exponente 2 en la expresion 72/3. Después, Presione (@)
para cambiar el cursor en el cursor de la insercién. Presione (@) una vez més
para suprimir el 2, y un para escribir 5. Presione la tecla (&) tres veces

para destacar la expresién 7°/3. Entonces, escriba (P)__ ¥ para aplicar [N
a esta expresién. La pantalla ahora luce asi:

Después, cambiaremos el 5 dentro de paréntesis a un V2 usando:

OO

Después, destacamos la expresiéon entera en paréntesis y aplicamos el simbolo

de la raiz cuadrada usando: &y (R (@ (A (X))

Después, convertiremos el2 delante del paréntesis en el denominador en un 2/

3 usando: (2=

A este punto la expresién luce como sigue:

El paso final es quitar el 1/3 en el lado derecho de la expresién. Esto se logra

usando: (A (&Y (A (D (S (B (@) (@)@ (W)

La versién final serd:
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En resumen, para editar una expresién en el escritor de ecuaciones usted debe
utilizar las teclas (D @) para destacar la expresién a la cual las
funciones seran aplicadas (Vg., los casos LN y raiz cuadrada en la expresién
anterior). Use la tecla (3 )en cualquier localizacién, repetidamente, para
activar el cursor transparente de edicién. En este modo, utilizar las teclas
(@) para moverse de término a término en una expresién. Cuando usted
alcanza un punto que usted necesite corregir, use ((®)) para activar el cursor
de insercién y proceder con la edicién de la expresion.

Creacién de expresiones algebraicas
Una expresién algebraica es muy similar a una expresién aritmética, excepto

que en la dltima se pueden incluir letras castellanas y griegas.  El
procedimiento de creaciéon de una expresién algebraica sigue la misma idea
que el crear una expresién aritmética, excepto que se tiene que utilizar el
teclado alfanumérico.

Para ilustrar el uso del escritor de ecuaciones para escribir una expresién
algebraica se utilizara el siguiente ejemplo. Supéngase que se quiere escribir
la expresion:

2 aqe -LN[—“z”'ij

N

Utilicense las siguientes teclas:
=) ®0 W) (P)W e G )@
®Om X)) W e (£ (2) () me)d () wd(P)o
()@ Ay Ay ay (=) ) (P)d O3

El resultado es el siguiente:

e P | EEERed

=Y L
=D

| CUES | EIG m] EVAL [FACTO]
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En este ejemplo se utilizan varias letras mintsculas del Castellano, por ejemplo,
x (@) (2D ), varias letras griegas, por ejemplo, A (@)@ ), e inclusive
una combinacién de letras castellanas y griegas, Ay (@ (P)@ @ () 7).
Obsérvese que para escribir una letra castellana en mintscula es necesario
utilizar la combinacién de teclas seguida de la tecla de la letra a
escribirse. Asi mismo, se pueden copiar caracteres especiales utilizando el
ment CHARS () @#s ) si no se desea memorizar la combinacién de teclas
que produce el cardcter deseado. Una coleccién de combinaciones con
que se utilizan comUnmente se presenté en una seccién anterior.

El arbol o diagrama de una expresién

El 4rbol o diagrama de una expresién es un diagrama que muestra cémo el
Escritor de Ecuaciones interpreta una expresiéon. Ver el apéndice E para un
ejemplo detallado.

La funcién CURS

La funcién CURS ( en el ment del Escritor de Ecuaciones (la tecla (7))
convierte pantalla en una pantalla gréfica y produce un cursor gréfico que se
pueda controlar con las teclas direccionales (@ a3 ) para seleccionar
se mostrard

sub-expresiones.  la sub-expresién seleccionada con
enmarcada en la pantalla grafica. Después de seleccionar una sub-expresién
presione para mostrar la sub-expresiéon seleccionada destacada en el
escrifor de ecuaciones.  las figuras siguientes muestran diversas sub-
y la pantalla correspondiente del escritor

expresiones seleccionadas con
de la ecuacién después de presionar @) .
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[(9—3)-x+5]-[}:2+4] ((9—3)-:{+5]-[}:2+4]

S Mg —2 )

EDIT | CURE
=) 0 gt '[ 2+¢|-] [ .:_-::.: +4]
SIHH-}E—;) SIH 4320

EEH—EJ'K+5:I-[E+4] [Eu—E)-x+S]-[E+4]

SIH(Gx—2) SIH4=—-2]

Edicién de expresiones algebraicas
la ediciéon de ecuaciones algebraicas sigue las mismas reglas que la de

ecuaciones aritméticas. A saber:
*  Use las teclas (0O > @y <) para seleccionar expresiones
*  Use la tecla (3V), repetidamente, para activar e cursor transparente
de edicién . En este modo, use las teclas (O () para moverse de
término a término en una expresion.
* En un punto de edicién, use ((#)) para activar el cursor de la
insercion y procede con la edicién de la expresion.

Para ver el cursor transparente de edicién en la accién, comencemos con la
expresion algebraica la cual escribimos en el ejercicio anterior:

z —K Dy
o LH
B

s

]

EDIT | CURS

Presione la tecla, &”, en su localizacién actual para activar el cursor
transparente de edicién. El 3 en el exponente de 8 serd destacado. Use la
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tecla @, para moverse de elemento a elemento en la expresién. La orden de
la seleccién del cursor transparente de edicion en este ejemplo es la que sigue
(Presione la tecla @, repetidamente):

1. El'1 en el exponente 1/3

2. 8

3. Ay

4. W

5. 2

6. x

7. uen la funcién exponencial
8. A

9. 3enel término V3

10. el 2 en la fraccion 2/43

En cualquier punto podemos cambiar el cursor transparente de edicién al
cursor de insercién al presionar  ((«)). Utilicemos estos dos cursores (el
cursor transparente de edicién y el cursor de insercién) para cambiar la
expresion actual a la siguiente:

2 s B [ erEe e
& hote LH [ l]
s1nle ®

Si usted siguié el ejercicio inmediatamente arriba, usted debe tener el cursor
transparente de edicién en el nimero 2 en el primer factor de la expresién.
Siga estas instrucciones para editar la expresién:

™® Escriba el factorial para el 3 en la raiz cuadrada
(esto cambia el cursor al cursor de seleccién)

> Seleccione la # en la funcién exponencial

3O (PO ® Modifique el argumento de la funcién
exponencial

DIOIOIO) Selecciona Ay
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Ponga un simbolo de raiz cuadrada sobre Ay
(esta operacién también cambia el cursor al
cursor de seleccién)

NI Seleccione 8173 y escriba la funcién SIN

La pantalla resultante es la siguiente:

Evaluacién de una sub-expresién

Puesto que tenemos ya la sub- expresién S]N(Hm) destacada, presionemos

la tecla | para evaluar esta sub-expresion. El resultado es:

R
2 are TPy sk 2 fod
[=r SIME[E]

EDIT | CURE | EIG m

Algunas expresiones algebraicas no se pueden simplificar més. Intente lo
siguiente: ¢a\(#). Usted notard que sucede nada, con excepcién de
destacar de la discusién entera de la funcién de LN. Esto es porque esta
expresiéon no puede ser evaluada (o simplificada) mds que esto segin las
reglas del CAS. Usando: ¢a\ (7)) no produce otra vez ninguna cambio en la
expresion.  Ofra secuencia de entradas (@ (7)), sin embargo, modifica la
expresion como sigue:
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Una aplicacién més de ¢ay () produce mds cambios:

Esta expresiéon no cabe adentro de la pantalla del escritor de ecuaciones.
Podemos ver la expresién entera usando caracteres pequefios. Presione la
para obtener:

tecla

Incluso con los caracteres grandes (inglés, large font), es posible navegar la
expresion entera usando el cursor transparente de edicién. Use lo siguiente:
(A, para fijar el cursor transparente de edicién encima del
factor 3 en el primer término del numerador. Entonces, presione la tecla (),
para navegar a través de la expresion.

Simplificacién de una expresién
para conseguir que la pantalla luzca como en la figura

Presione la tecla

anterior. Después, presione la tecla para ver si es posible simplificar esta
expresion como se demuestra en el escritor de ecuaciones. El resultado es la

pantalla siguiente:

Esta pantalla demuestra la discusion de la funcién SIN, a saber, 3\/5,

LN(6)
3

transformado en e Esto no puede parecerse como una simplificacién,
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pero lo es en el sentido que la funcién de la raiz cibica ha sido substituida por
las funciones inversas exp-LN.

Factorizando una expresién
En este ejercicio intentaremos descomponer en factores una expresién
polinémica. Para continuar el ejercicio anterior, presione @) . Entonces, active
el escritor de ecuaciones otra vez al presionar (2) _fw . Escriba la ecuacion:
OB @ (@ (200 ()
w) (@20 Hem ()@ (2)

que resulta en:

.5'=:2+2-.‘=<:-‘|’+'“|’2—-:-:2+|32

| CUF: | BTG u] EVAL [FACTH]

Seleccionemos los primeros 3 términos en la expresién y procuremos

descomponer en factores la sub-expresién: ()@@ (P> (PJI® . Esto

produce:

Ahora presiones la tecla §

EVAL |FACTO

Presione (P) W0 para recuperar la expresién original. Después, use las

teclos: QX ®EE®E®®® D @ @ @ (I para

seleccionar los dos Gltimos términos en la expresién, es decir,

Presione la tecla
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TERO ()|

EIG m] EVAL |FACTO

Presione (®) wwo para recuperar la expresién original. Ahora, seleccionemos
la expresién entera presionando la tecla ((@y). Y presione la tecla
para obtener:

Presione (P) W0 para recuperar la expresién original.

Nota: Al presionar las teclas mientras que se selecciona la
expresiéon original enfera, produce la simplificacién siguiente de la

expresion:

EDIT | CURS | EIG =] EYAL [FACTO| SIHF

Usando la tecla CMDS
Con la expresién polinémica original usada en el ejercicio anterior todavia
seleccionada, presione la tecla para mostrar las teclas de meng y
Estos dos comandos pertenecen a la segunda parte del mend disponible
con el escritor de ecuaciones. Intentemos este ejemplo como aplicacién de la
tecla Presione la tecla

(funciones) del CAS:

para conseguir la lista de los comandos
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Después, seleccionar el comando DERVX (la derivada con respecto a la
variable X, la variable independiente actual del CAS) usando:
) X I . La funcién DERVX ahora se selecciona:

CAZ CoHHAnds:

DEF
DEGREE
DERIY

DESOLNE

Presione la tecla i3, para obtener:

e e

Después, presione la tecla (w1) para recuperar el menu original del escritor de
ecuaciones, y presione la tecla i
es:

para evaluar esta derivada.  El resultado

EDIT | CURS

Usar el meno HELP

Presione la tecla para mostrar las teclas de meno BE y EIHER  Presione
la tecla para conseguir la lista de las funciones del CAS. Entonces,
presione m @ @ @ @ para seleccionar la funcién DERVX. Presione
la tecla EiH#, para conseguir informacién sobre la funcién DERVX:

ith respect to th
rrent wariable

La explicacién detallada en el uso de la funcién informativa para el CAS se
presenta en el capitulo 1 y apéndice C. Para volver al escritor de ecuaciones,
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presione la tecla Presione para abandonar el escritor de

ecuaciones.

Funciones de edicién BEGIN, END, COPY, CUT y PASTE

Para facilitar la edicién, ya sea con el escritor de ecuaciones o en la pantalla,
la calculadora proporciona cinco funciones de edicién, BEGIN, END, COPY,
CUT y PASTE, activadas combinando la tecla (CP)) con las teclas (2,1), (2,2),
(3,1), (3,2), y (3,3), respectivamente. Estas teclas estan situadas en la parte
extrema izquierda de las filas 2 y 3. La accién de estas funciones de edicién es
la siguiente:

BEGIN: marca el principio de una cadena de caracteres para editar
END: marca el final de una cadena de caracteres para corregir
COPY: copia la cadena de caracteres seleccionados con BEGIN y END
CUT:  remueve la cadena de caracteres seleccionados con BEGIN y END
PASTE: inserta una secuencia de caracteres, copiada o removida previamente,
en la posicién actual del cursor
Para ver un ejemplo, activemos el escritor de ecuaciones y escribamos la
siguiente expresion (utilizada en un ejercicio anterior):
(2) (=) B0 ) e (+£) () ) e )@ 00D
(P W () () e )@ > )@ (2@
A () (e )@ D=3

La expresién original es la siguiente:

= 1
S

z h+E-_"L-LH[ Mty }
B

EDIT | CURE

Deseamos quitar el sub-expresion x+2bA-Ay del argumento de la funcién LN, y
moverla a la derecha de A1 en el primer término. He aqui una posibilidad:

QOO @ @@ (2] @@ @ (X)) A

La expresién modificada luce como sigue:
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Después, copiaremos la fraccion 2/+3 del factor extremo izquierdo en la
expresion, y la pondremos en el numerador del argumento de la funcién LN.
Intente lo siguiente:
QOO @@ @ (P oY)
G OICHICHICHIGIR

La pantalla resultante es la siguiente:

Las funciones BEGIN y END no ser necesario al operar dentro del escritor de
ecuaciones, puesto que podemos seleccionar cadenas de caracteres usando
las teclas direccionales. Las funciones BEGIN y END son més tiles al corregir
una expresién con el editor de linea. Por ejemplo, seleccionemos la expresion
x+2bPA-Ay de esta expresién, pero usando el editor de linea dentro  del escritor

de ecuaciones, como sigue: ()@ (7))

La pantalla del editor de linea lucira asi (comillas se muestran solamente si la
calculadora estd en modo RPN):

PR L2 b 2 E ey 1+
.'*;I;"Ii—u}*LH'iEN'Bf e Py

Para seleccionar la sub-expresién de interés, use:
®E>®E®E®E®E®®® 0] N
EEEE®E®EE®m®™Or) 2
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La pantalla muestra la sub-expresién requerida :

Podemos ahora copiar esta expresién y ponerla en el denominador del
argumento de LN, como sigue:

P ®O... (27 times) ... >

(@)(@)... (9 times) ... (@) ()

El editor de linea ahora luce asi:

wE LS ey 2+
..*LH(EXIEX‘EIK+E*h*aH} '
SRIFISKIF+ HIEL [ DEL+[DEL LIINZ m

Al presionar @) se muestra la expresion en el escrltor de ecuaciones (en
formato de caracteres pequeos, presione la tecla £

EDIT | CURE | EIG | EVAL [FACTO) =

Presione para abandonar el escritor de ecuaciones.

Creando y editando sumatorias, derivadas, e integrales
Las sumatorias, derivadas, e integrales se utilizan cominmente en el célculo, en

la probabilidad y en la estadistica. En esta seccién demostramos algunos
ejemplos de tales operaciones creadas con el escritor de ecuaciones. Utilizar
el modo de ALG.

Sumatorias
Utilizaremos el escritor de ecuaciones para escribir la sumatoria siguiente:
|
72
ik

Presione () _fw para activar el escritor de ecuaciones. Entonces, presione
(P)__X para incorporar el signo de sumatoria. Nétese que el signo, cuando
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se escribe en el escritor de ecuaciones, proporciona localidades de entrada
para el indice de la sumatoria asi como para la cantidad que es sumada. Para
llenar estas localidades de entrada, utilice lo siguiente:

) (D@ U E)e - D) ()@ 02)

La pantalla que resulta es:

= 1
ET

EDIT | CURE

Para ver la expresién correspondiente en el editor de lineq, presione (PJ¢ay y
la tecla para mostrar:

EClk=1,m,1-k"22
ZHIF[SRIF- +DEL | DEL+[DEL L[ Iz m

Esta expresién demuestra la forma general de a sumatoria escrita directamente
en la pantalla o en el editor de linea:
¥( indice = valor_inicial, valor_final, sumando)

Presione para volver al escritor de ecuaciones. Lla pantalla que resulta
muestra el valor del sumatoria,

EDIT | CURE | EIG =] EVAL |[FACTO] =

Para recobrar la sumatoria sin evaluar, use (P)uwo. Para evaluar la
sumatoria ofra vez, usted puede utilizar . Esto demuestra otra vez que

el S

Usted puede utilizar el escritor de ecuaciones para probar que

|
— =400

Esta sumatoria (representando una serie infinita) se dice que diverge.
Doble sumatorias son también posible, por ejemplo:
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r I 1

| CURE | ELG ®] EVAL [FACTO]

Derivadas
Utilizaremos el escritor de ecuaciones para escribir la siguiente derivada:

d >
—(a-t “t+0
dt(a +B-1+0)

Presione (@) _fow para activar el escritor de ecuaciones. Entonces presione
(P)__9 para escribir el simbolo de la derivada (parcial). Notar que la
muestra, cuando se escribe en el escritor de ecuaciones, proporciona las
localizaciones de la entrada para la expresién que es distinguida y la variable
de la diferenciacién. Para llenar estas localizaciones de la entrada, utilizar lo
siguiente:
(e (2 @ O ed) (2 )@ O ) () @ () (2)
e (P)@ ) () A (H)w (P

La pantalla resultante es la siguiente:

-]
at

[o:-t 2+E‘-t +i *l']

Para ver la expresién correspondiente en el editor de lineq, presione (PJ) @y y
la tecla , para mostrar:

Et = R
[SRIF+H HIEL [ DEL+[DEL LI

Esto indica que la expresién general para un derivada en el editor de linea o

en la pantalla es: dvariable(funcién de variables)
Presione para volver al escritor de ecuaciones. La pantalla que resulta no
es la derivada escrita, sin embargo, sino su valor simbé

ico, a saber,
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ot +E

EDIT | CURS

Para recobrar la expresién de la derivada, use () uwo. Para evaluar la
derivada ofra vez, usted puede utilizar la tecla . Esto demuestra otra vez
que

dt

Es posible escribir derivadas de segundo orden, por ejemplo:

i(a-tz—ﬁ-t+§):2a-t+ﬁ

la cudl se evalta como:

Nota: Lla notacién ai( ) es apropiado de derivadas parciales.  La
X

notacién apropiada para las derivadas totales (i.e., derivadas de una

variable) es i( )- Lo calcvladora, sin embargo, no distingue entre las

dx

derivadas parciales y totales.

Integrales definidas
Utilizaremos el escritor de ecuaciones para incorporar la integral definida

T
siguiente: J.t-sin(t)-dt. Presione (P)_fw para activar el escritor de
0

ecuaciones. Enfonces presione __ I para escribir el simbolo de la
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infegral.  Notar que este simbolo, cuando se escribe en el escritor de
ecuaciones, proporciona las localidades de entrada para los limites de la
integracién, el integrando, y la variable de la integracién.  Para llenar estas
localidades de entrada, utilice lo siguiente:

LI Em ()@ 0o W (@A) e ()@ 0 W) ()@ .

La pantalla resultante es la siguiente:

T
J;t STHCE It

EDIT | CURE

Para ver la expresién correspondiente en el editor de lineq, presione (& (ay y
la tecla , para mostrar:

CHy Ty b 25T D at D
+EL | DEL~+[DEL L[ INz =

Esto indica que la expresién general para una integral en el editor de linea o
en la pantalla es:

[(limite_inferior, limite_superior,integrando, variable_de_integracién)

Presione para regresar al escritor de ecuaciones. Lla pantalla que resulta
no es el integral definida que escribimos, sin embargo, si no su valor simbélico,
a saber,

SN —%C0S(T)

EDIT | CURZ

Para recuperar la expresién de la integral use (P) wwo . Para evaluar la
integral otra vez, usted puede utilizar . Esto demuestra otra vez que

J‘Ort -sin(t) - dt = sin(7) — 7-cos(7)

Los infegrales dobles son también posibles. Por ejemplo,
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3

"
[ Crbgldy ded
-
-3

EDIT | CURZ | EIG m| EVAL |FACTO

la cudl se evaloa a 36. La evaluacion parcial es posible, por ejemplo:

EDIT | CURZ | EIG m| EVAL |FACTO EDIT | CURZ | EIG m| EVAL |FACTO

Este integral evalta a 36.

Organizacién de los datos en la calculadora
Es posible organizar los datos en la calculadora al almacenar variables en una

coleccién de directorios. Para entender la memoria de la calculadora, primero
echamos una ojeada el directorio del archivo.  Presione las teclas ()
(primera tecla en la segunda fila de teclas de abajo a arriba) para conseguir la
pantalla del Control de Archivos (Control de Archivos):

Filg Handaer
Z3RE

Esta pantalla muestra un bosquejo de la memoria de la calculadora y del arbol
del directorio. La pantalla demuestra que la calculadora tiene tres puertos de
memoria (o particiones de memoria), port O:IRAM, port 1:ERAM, y port
2:FLASH . los puertos de la memoria se utilizan para almacenar las
aplicaciones o bibliotecas desarrolladas por terceras partes, asi como para
objetos de reserva (backup).  El tamafio de los tres diversos puertos también
se indica. las cuartas y subsecuentes lineas en esta pantalla demuestran el
arbol del directorio de la calculadora. El directorio superior (destacado
actualmente) es el directorio Home, y tiene predefinido en él un sub-directorio
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llomado CASDIR. Lla pantalla del Control de Archivos tiene tres funciones
asociadas a las teclas del mend':

Cambiar al directorio seleccionado

Accién de cancelacion

Aprobar una seleccién
Por ejemplo, cambie el directorio a CASDIR, presione la tecla <&V, y presione
Esta accién cierra la pantalla del Control de Archivos y nos vuelve a la

pantalla normal de la calculadora. Usted notard que la segunda linea superior
en la pantalla ahora comienza con los caracteres

{ HOME CASDIR } indicando que el directorio actual es CASDIR dentro del
directorio HOME.

Funciones para la manipulacién de variables
Esta pantalla incluye 20 funciones asociadas a las llaves suaves del ment que

se pueden utilizar para crear, para corregir, y para manipular variables. Las
primeras seis funciones son las siguientes:

Para corregir una variable destacada

Para copiar una variable destacada

Para mover una variable destacada

Para recordar el contenido de una variable destacada

Para evaluar una variable destacada

Para ver el arbol del directorio donde se contiene la variable
Si Ud. presiona la tecla (D), el siguiente conjunto de funciones es:

Para borrar, o cancelar, una variable

Para retitular una variable

Para crear una nueva variable

Para ordenar un conjunto de variables en el directorio

Para enviar una variable a otra calculadora o computadora

Para recibir una variable de otra calculadora o computadora
Si Ud. presione la tecla (w7), el tercer es:

Para volver a la pantalla temporalmente

Para ver contenido de una variable

Para editar contenido de variable binaria (similar a
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Para mostrar el directorio que contiene una variable en el
encabezado

Proporciona una lista de nombres y descripcién de variables
Para clasificar variables segun ciertos criterios

Si Ud. presiona la tecla (D), el Gltimo conjunto de funciones es:

Para enviar variable con protocolo XMODEM

Para cambiar el directorio

Para moverse entre las diversas funciones suaves del meng, usted puede utilizar
no solamente la tecla , sino también la tecla PREV (Ce)mev_ ).

Se invita al usuario que intente estas funciones en el suyo o sus el propio. Sus
usos son directos.

El directorio HOME
Para acceder al directorio HOME, presiénese la funcién UPDIR ((5)uR ) -

¥ se

repitase cuantas veces sea necesario - hasta que la especificacion +
muestra en la segunda linea del encabezado de la pantalla.  Como una
alternativa, utilicese (manténgase presionada la tecla) wor . En este
ejemplo, el directorio HOME contiene solamente el sub-directorio CASDIR.
Presiénese la tecla para mostrar las variables en las teclas de menu:

Sub-directorios

Para almacenar datos en una coleccién de directorios bien organizada, el
usuario podria crear una serie de sub-directorios dentro del directorio HOME, y
ain mds sub-directorios dentro de estos sub-directorios, hasta formar una

jerarquia de directorios similar a los directorios en un ordenador (computador,
o computadora).  los sub-directorios pueden identificarse con nombres que
reflejen el contenido de los mismos, o con cualquier nombre que el usuario
quiera darles.
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El sub-directorio CASDIR

El sub-directorio CASDIR contiene un nimero de variables necesarias para la
operacién apropiada del CAS (Computer Algebraic System, ver el apéndice
C). Para ver el contenido del directorio, podemos utilizar las teclas: (&) Aes
lo cuél abre el Control de Archivos una vez mas:

Esta vez el CASDIR se destaca en la pantalla. Para ver el contenido del
| o @), para obtener la pantalla siguiente:

directorio presione

Henory: Aq40s7 [ Select:
- 1
R HaDLULa
£ IREALAZZLHE
B FERIOD

naHYH
[ EFZ

EDIT | COFY | HOYE | RCL | EVAL | TREE

Lo pantalla muestra una tabla que describe las variables contenidas en el
directorio de CASDIR. Estas son las variables predefinidas en la memoria de la
calculadora que establecen ciertos parédmetros para la operacién del CAS
(véase el apéndice C). La tabla anterior contiene 4 columnas:

* La primera columna indica el nombre de la variable (por ejemplo, ‘EQ’
significa una variable conteniendo una ecuacién, |R indica una variable
del real, {} significa una lista, nam significa ' un nombre global ', y el
simbolo &4z representa una variable del gréficos.

* la segunda columna representa el nombre de las variables, es decir,
PRIMIT, CASINFO, MODULO, REALASSUME, PERIOD, VX, y EPS.

* la columna nimero 3 muestra otra especificacién para la variable escrita,
por ejemplo, ALG significa una expresién algebraica, GROB significa un
objeto grafico, INTG significa una variable numérica entera, LIST significa
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una lista de datos, GNAME significa un nombre global, y REAL significa
una variable numérica real (o de punto flotante).

* Lla cuarta y Gltima columna representa el tamafio, en bytes, de la variable.
Asi, por ejemplo, variable PERIOD ocupa 12.5 bytes, mientras que la
variable REALASSUME ocupa 27.5 bytes (1 byte = 8 bits, 1 bit es la
unidad de la memoria mas pequefia en computadoras y calculadoras).

Variables de CASDIR en la pantalla
Presionando la tecla cierra la pantalla anterior y nos vuelve a la pantalla
normal de la calculadora. Por defecto, conseguimos el mend TOOL:

[ WIEM [5ThER] REL [FURGE]
Podemos ver las variables contenidas en el directorio actual, CASDIR, al

presionar la tecla (%) (primera tecla en la segunda fila del teclado). Esto
produce la pantalla siguiente:

FRINI|ICAZIN{NODULIREALAIFERIO

Presione la tecla para mostrar ofras variables almacenadas en este

directorio:

* Para ver el contenido de la variable EPS por e|emp|o use ()
demuestra que el valor de EPS es .

Esto

* Para ver el valor de una variable numérica, necesitamos presionar
solamente la tecla del mend para la variable. Por ejemplo, presione |
seguido de &), muestra el mismo valor de la variable en la pantallg, si la
calculadora se fija a algebraico. Si la calculadora se fija al modo RPN,
usted necesita solamente presionar la tecla @&7) .

* Para ver el nombre completo de una variable, presione primero la tecla de
tick (00, y después la tecla correspondiente del mend para la variable.
Por ejemplo, para la variable listada en la pantalla como PERIO, usamos:

lo cual produce como salida el texto: ¥ st . Este
procedimiento se aplica a los modos algebraicos y RPN de la calculadora.
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Variables en CASDIR
Las variables pre-definidas contenidas en el directorio de CASDIR son las
siguientes:

PRIMIT Primitiva (anti-derivada) calculada més recientemente, no
una variable predefinida, sino una creada por un ejercicio
anterior.

CASINFO un gréfico que proporciona la informacién del CAS

MODULO Modulo para la aritmética modular (predefinido = 13)

REALASSUME  Llista de los nombres de variables asumidos como reales

PERIOD Periodo para funciones trigonométricas (predefinido= 2r)
VX Nombre de la variable independiente (predefinido = X)
EPS Valor de incremento pequefio, epsilon (predefinido=10"

10)

Estas variables se utilizan para la operacién del CAS.

Escritura de nombres de directorios y variables
Para nombrar subdirectorios, y a veces, variables, usted tendré que escribir

cadenas continuas de caracteres, que pueden o no combinarse con nimeros.
En vez de presionar (@), (@ra)(S), o para escribir cada letra, uno
puede mantener presionada la tecla y escribir las letras requeridas. Es
posible también asegurar el teclado de la calculadora en el modo alfabético
de la siguiente manera:

asegura el teclado alfabético en mayutsculas. Cuando se asegura el
teclado alfabético de esta manera, es necesario presionar la tecla antes
de escribir la letra correspondiente en mindscula, mientras que al presionarse
la tecla antes de presionar una letra produce un cardcter especial. Si el
teclado alfabético estd ya asegurado en mayisculas, para asegurarlo en
minUsculas utilicese

asegura el teclado alfabético en mintsculas. Cuando se
asegura el teclado alfabético de esta manera, es necesario presionar la tecla
antes de escribir la letra correspondiente en mayuscula. Para remover el
teclado asegurado en mintsculas, presiénese

Para remover el teclado asegurado en mayusculas, presiénese

Ejecitense los siguientes ejercicios:
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@D @D @ @ 0 6 &
@ @ @ (D @ D (@ ) @ @
@ @ @ (D @B @ (0 () @ G

la calculadora muestra los siguientes resultados (a la izquierda en modo
Algebraico, a la derecha en modo RPN):

EHD HYZ HEX R= 'H' AL EHD HYZ HEX F= 'i'
HOHE 2 HOHES
*MATH o
MATH i
tMath 41
Math 2 "MATH'
iMatH =H "Math!
MatH [1: 'MatH'
EDIT | VIEH £Tok [FURGE|CLERF I EDIT | VIEN £T0k |FURGE[CLERF

Nota: si se fija la bandera 60 del sistema, usted puede asegurar el
teclado alfabético al presionar @),  Véase el Capitulo 1 para mayor
informacién sobre banderas o sefales del sistema.

Crear sub-directorios

Los sub-directorios pueden ser creados usando el ambiente FILES o usando la
funcién CRDIR. Los dos procedimientos para crear sub-directorios se presentan
a continuacién.

Usando el mend FILES

Sin importar el modo de operacién de la calculadora (algebraico o RPN),
podemos crear un arbol de directorio, basado en HOME, usando las funciones
activadas en el ment FILES. Presione (<)fEs_ para activar el meng FILE. Si el
directorio HOME no se destaca ya en la pantalla, es decir,

File Wanaaer
223RE
137KE
FO0RE

cxdh
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use las teclas (@Y ) para destacarlo. Entonces, presione la tecla La

pantalla puede parecer esto:

EDIT | COFY | HOVE | KCL | EVAL | TREE

mostrando que solamente un objeto existe actualmente en el directorio HOME,
a saber, el sub-directorio de CASDIR.  Creemos otro sub-directorio llamado
MANS (MANualeS) donde almacenaremos las variables desarrolladas como
ejercicios en este manual. Para crear este sub-directorio primero use:
. Esto produciré la siguiente forma interactiva:

NEH YARIARELE

Directory

nter NgW Ob.jgct
EDIT [CHOOE

la localidad Object, la primera en la forma interactiva, se selecciona por
defecto. Este campo de entrada puede incluir el contenido de una nueva
variable que se estd creando. Puesto que no tenemos ningdn contenido para el
nuevo sub-directorio a este punto, omitimos simplemente este campo de la
entrada al presionar la tecla & . La localidad Name se selecciona ahora:

NEH YARIAELE

Diractory

nter wariable nade

Aqui es donde incorporamos el nombre del nuevo sub-directorio (o variable, de

acuerdo con las circunstancias), como sigue: (&) (ara) (1) (&) (N (5] (Ex7er)
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El cursor se mueve a la posiciéon _Directory. Presione la tecla para
especificar que usted estd creando un directorio, y presione para
abandonar la forma interactiva.  El listado de variables para el directorio

HOME seré mostrado en la pantalla como sigue:

FURGE|RENAK| NEW |OKDER| SEND | KECY

La pantalla indica que hay un nuevo directorio (MANS) dentro del directorio
HOME.

Después, crearemos un sub-directorio llamado INTRO (INTROduccién), dentro
de MANS, para contener variables creadas como ejercicio en secciones
subsecuentes de este capitulo. Presione la tecla para volver a la pantalla
normal de la calculadora (el ment TOOLS se mostrard). Entonces, presione
para mostrar el contenido del directorio HOME en las teclas de mend. La
pantalla puede lucir como la siguiente (si usted ha creado otras variables en el
directorio HOME, éstas se mostraran en las etiquetas de las teclas del meng
también):

=3
un ug

[T I I
Para moverse dentro del directorio MANS, presione la tecla correspondiente
(7D en este caso), y si en modo algebraico. El arbol del directorio seré
demostrado en la segunda linea de la pantalla como + ¥. Sin
embargo, no habré etiquetas asociadas a las teclas, segin lo demostrado
abajo, porque no hay variables definidas dentro de este directorio.

Creemos el sub-directorio INTRO usando:

amss Q) (e (arma) (1) (N) (T) (R] (O] (EnTeR)
Presione la tecla Cov), seguida por (), para ver el contenido del directorio
MANS como sigue:
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Presione la tecla para moverse dentro del sub-directorio INTRO. Esto
mostrard un sub-directorio vacio. Mas adelante, haremos algunos ejercicios en
crear variables.

Usando la funcién CRDIR
la funcién CRDIR puede ser utilizado crear directorios. Esta funcién estd
disponible con la tecla del catélogo de la funcién (la tecla (P) _ar , segunda
tecla en la cuarta fila del teclado), a través de los mends de programacién (
(), la misma tecla que (@) _car ), o simplemente escribiendo el nombre
de la funcion.
* Con la llave del catélogo
Presione (P)_ar ()@ . Use las teclas (@< para localizar la funcién
de CRDIR. Presione la tecla para activar la funcién.
* Através de los ments de programacion
Presione ()76 . Esto producird el ment siguiente para programar:

Al
Hin FEOG HEML

Use la tecla () para seleccionar la opcién 2. MEMORY... o
simplemente presione (2. Entonces, presione Esto producira el
menu siguiente:

AD i
HiH HEHORY HERL

.HEH

-EYTEZ
-NEHDE
.DIKECTORY..
-HRITHHETIL..

-HRCHIVE
.KEZTORE

Use la tecla () para seleccionar la opcién 5. DIRECTORY, o
simplemente presione (5). Entonces, presione Esto producira el
menu siguiente:
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AD i
HiH DIRECTORY WENU !

Use la tecla (& )para seleccionar la opcién 5. CRDIR, y presione

Funcion CRDIR en modo algebraico
Una vez que usted haya seleccionado CRDIR con uno de los medios
demostrados arriba, la funcién estara disponible en su pantalla como sigue:

PRDIR(}

A este punto, usted necesita escribir un nombre de directorio, digamos, chap]

QEH®®
El nombre del nuevo directorio serd demostrado en las teclas, por ejemplo,
TCROIRTERER L]
HOWYH

Funcion CRDIR en modo RPN

Para usar la funcién CRDIR en modo RPN usted necesita tener el nombre del
directorio ya disponible en la pantalla antes de tener acceso a la funcién. Por
ejemplo: (@A) () () () @ (3 (A (7) (2 (eaerd) @vT)

Entonces active la funcién CRDIR por cualquiera de los medios demostrados
arriba, por ejemplo, con la tecla () _aar :

ALD : i
HoH CATALOG: FES COMMARNDE I

CRO%E
CIHF

CURL
CYCLOTONIC

CYLIN
]
-+

Presione la tecla para activar la funcién, para crear el sub-directorio:
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=3
(LR

Mudanza entre sub-directorios
Bajar el arbol del directorio, usted necesita presionar la tecla correspondiente

al sub-directorio al cual usted desea moverse. La lista de variables en un sub-
directorio se puede producir al presionar la tecla (VARiables). Para
moverse hacia arriba en el drbol del directorio, utilice la funcién UPDIR, esto es,

escriba ()R,

Alternativamente, usted puede utilizar el mend FILES, i.e., presione (e .
Use las teclas (@< )para seleccionar el sub-directorio a donde usted
(CHange DIRectory) o .
Esto mostrard el contenido del sub-directorio a donde usted se trasladé en las
etiquetas de las teclas de meng.

desea moverse, y entonces presione la tecla

Suprimir sub-directorios
Para suprimir un sub-directorio, utilice uno de los procedimientos siguientes:

Usando el mend FILES

Presione la tecla (5D para activar el ment FILES. Seleccionar contener

del directorio sub-directorio usted desea suprimir, y presione la tecla i i es
necesario. Esto cerrard el ment FILES y mostrard el contenido del directorio
que usted seleccioné. En este caso usted necesitard presionar @) . Presione

la tecla

para enumerar el contenido del directorio en la pantalla.
Seleccione el sub-directorio (o variable) que usted desea suprimir. Presione

Una pantalla similar al siguiente serd mostrada:

ISEI

re You Sure?

El texto ‘S2’ en esta forma es el nombre del sub-directorio que se estd
suprimiendo .  Las teclas proporcionar las opciones siguientes:

Proceder con suprimir sub-directorio (o variable)

Péagina 2-49



Proceder con suprimir todos los sub-directorios (o variables)

No suprimir sub-directorio (o variable) de una lista

No suprimir sub-directorio (o variable)

Después de seleccionar una de estas cuatro funciones, volverd a la pantalla
que enumera el contenido del sub-directorio. La funcién
mostrard un mensaje de error:

sin embargo,

& Interrupted

y usted tuvo que presionar | antes de volver al listado de las variable.

Usando la funcién PGDIR
La funcién PGDIR puede ser utilizado para purgar directorios. Como la funcién
CRDIR, la funcién de PGDIR estd disponible con (P)_ar o con (9D, o
puede simplemente ser escrita.
*  Con la tecla del catdlogo

Presione () _car (aema) (ara) (P) @) . Esto debe destacar la funcion de PGDIR.

Presione para activar la funcién.

* Con los ments de programacién
Presione ()76 . Esto producird el meng siguiente para programar:

AD
HiH FROG HEMU

Use la tecla (V) para seleccionar la opcién 2. MEMORY... Entonces,
Presione Esto producird el siguiente meng:
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AD i
HiH HEHORY HENU !

.HEH

LEVYTES
.NEHDE
.DIRECTORY..
LARITHHETIC..
-ARCHIVE
.KEZTORE

Use la tecla () para seleccionar la opcién 5. DIRECTORY. Entonces,
presione

Esto producird el siguiente mena:

FIREETDR? HENL

.RCL
JETO
.FATH
.ERDIR
.FGDIE
WARE
.TVARE

RN

Use la tecla () para seleccionar la opcién 6. PGDIR, y presione

Funcion PGDIR en modo algebraico
Una vez que usted haya seleccionado la funcién PGDIR por uno de los medios
demostrados arriba, la funcién estara disponible en su pantalla como sigue:

EEDIHU

A este punto, usted necesita escribir el nombre de un directorio existente,
digamos, $4 :

Consecuentemente, el sub-directorio
tPGLIRMSG")
HOYA
[ 21 | =2 | [ |

En vez de escribir el nombre del directorio, usted puede presionar simplemente
la tecla correspondiente en el listado de la funcién PGDIR(), por ejemplo.,

4=

se suprime:
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CATALOG: 7E5 COMMARDE |

FERH
FEVAL

FICK

Presione

para obtener:

Entonces, Presione para escribir ‘S3’ como el argumento de PGDIR.

tPGLIRMS4Y
HONMAL
FGLIRCS24
[ 51 | =2 | [ |
Presione para suprimir el sub-directorio:
PG IRMS4Y
HOYAL
FPGLIRCMSEN
HOWAL

Funcion PGDIR en modo RPN
Para utilizar PGDIR en modo RPN usted necesita tener el nombre del directorio,
entre apdstrofes, ya disponibles en la pantalla antes de tener acceso a la

funcién. Por ejemplo: (")) (1 (2 @)

Entonces acceda la funcién PGDIR por cualquiera de los medios demostrados
arriba, por ejemplo., a través de la tecla () _ar :

CATALOG: 75 COWHARDE

FEFRH
FEVHL

FICK

Presione la fecla para activar la funcién y suprimir el sub-directorio:
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Ei e ———

Usando la funcién PURGE a partir del meno TOOL
El ment TOOL esta disponible al presionar la tecla (Modos algebraico y
RPN):

EDIT | YIEH |ZTACK] RCL IFURGE|CLEAF

La funcién PURGE esta disponible al presionar la tecla § En los ejemplos
siguientes deseamos suprimir el sub-directorio ST:
*  Modo algebraico:  Escriba k

*  Modo RPN: Escriba (w) ()

Variables
Las variables en la calculadora son similares a los archivos en el disco duro de

un ordenador (computador, o computadora). Es posible almacenar un objeto
(valores numéricos, expresiones algebraicas, listas, vectores, matrices,
programas, etc.) en una variable. Las variables se identifican por un nombre,
el cual puede ser cualquier combinacién de caracteres alfabéticos o numéricos,
comenzando siempre por una letra (ya sea castellana o griega). Algunos
caracteres no alfabéticos, tales como la flecha (—), pueden utilizarse en el
nombre de una variable, si se combinan con un cardcter alfabético. Por lo
tanto, ‘>A’" es un nombre vélido para una variable, pero ‘=’ no lo es.
Ejemplos de nombres vélidos para una variable son: ‘A, ‘B’, ‘@', ‘b, ‘o, ‘B’
‘A1, 'AB12, ‘>A12''Vel''Z0"/ 21", etc.

No se puede asignar a una variable un nombre igual al de una funcién en la
calculadora.  Llos nombres reservados por la calculadora son los siguientes:
ALRMDAT, CST, EQ, EXPR, IERR, IOPAR, MAXR, MINR, PICT, PPAR, PRTPAR,
VPAR, ZPAR, der_, e, i, n1,n2, ..., s1, 52, ..., ZDAT, ZPAR, =, oo

Las variables pueden organizarse en sub-directorios.
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Creando variables

Para crear una variable, podemos utilizar el mend FILES, a lo largo de las
lineas de los ejemplos demostrados arriba para crear un sub-directorio. Por
ejemplo, dentro del sub-directorio % -, creado en un
ejemplo anterior, deseamos almacenar las variables siguientes con los valores
demostrados:

Nombre Contenidos Tipo
A 12.5 real
o -0.25 real
A12 3x10° real
Q t/(m+r)’ algebraico
R [3,2,1] vector
z1 3+5i complejo
pl << —>r'mHr2' >> programa
Usando el menu FILES

Utilizaremos el mend FILES para escribir la variable A. Asumimos que estamos
en el sub-directorio

Para escoger este sub-
directorio, use lo siguiente: (E)fss  y selecoone el sub-directorio INTRO
segin lo demostrado en esta pantalla:

Presione para escoger el directorio.  Usted conseguird una pantalla que

no muestra ningun elemento (el sub-directorio INTRO estd vacio a este punto)

EDIT | COFY | HOY KCL | EVYAL | TREE
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Presione la tecla para acceder el siguiente conjunto de teclas, y presione
la tecla Esto producird la forma interactiva NEW VARIABLE:

Directory

EDIT [CHOOE

Para escribir la variable A (ver la tabla anterior), primero incorporamos su
contenido, a saber, el nimero 12.5, y después su nombre, A, como sigue:

OO R () @f

Dando por resultado la pantalla siguiente:

obgect: 125,

Presione una vez més para crear la variable. La nueva variable se muestra

en el listado siguiente:

Henory: 394573 | Felect: o)

FURGE|RENAM| NEW |0RDER] ZEND | KECY

El listado indica una variable real (|R), cuyo nombre es A, y que ocupa 10.5
bytes de memoria.  Para ver el contenido de la variable en esta pantallg,

presione

* Presione la tecla ! para ver el contenido en un formato gréfico.

12.5

* Presione la tecla para ver el contenido en formato de texto.

para regresar a la lista de variables

* Presione
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¢ Presione una vez mds para regresar a la pantalla normal. La variable
A aparece ahora en las etiquetas de la tecla:

E——

Usando la funcién STO»

Una manera mds simple de crear una variable es usando la funcién STO (es
decir, la tecla G™)). Proporcionamos ejemplos en los modos algebraicos y
RPN, creando el resto de las variables sugeridas anteriormente, a saber:

Name Conftents Escriba
o -0.25 real
A12 3x10° real
Q t/(m+r)’ algebraico
R [3,2,1] vector
z1 3+5i complejo
pl << —>r'mr2' >> programa
Modbo algebraico

Use las teclas siguientes para almacenar el valor de -0.25 en la variable o:

CoOCOM@GIED) @) (PJ)@. A este punto, la pantalla lucird como

sigue:
ta. 25k

Esta expresién significa que el valor -0.25 se estd almacenando en a (el
simbolo » sugiere la operacién). Presione para crear la variable. La
variable ahora se muestra en las etiquetas de tecla cuando presione () :

L 20k
-2

Los siguientes son las teclas requerido para incorporar las variables restantes:
Al12:  BIEICE)IE)wm @12 @)
Q: ) (@ ()L

@D D@D @RD DA (D o) @D @ @@
R DI GOE @) (D @@ @
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z: (OEEIOEI Cor)(D@DEE  (si estd
necesitado, aceptar el cambio al modo Complex)

pl: @ =x2@)=Em( @O )

) (D@23 o) ()@ @) ..

La pantalla, a este punto, luciréd como sigue:

= m+r

[22 11kF
. [zz21

S+ izl
S4+51

PoE o 'mErTZ oEkpl
o o 'rErT!
| 21 | F | % | Ai2 |

Usted verd seises de las siete variables enumeradas al pie de la pantalla: p1,
zI,R Q Al2 «

Modo RPN
Use las siguientes teclas para almacenar el valor de -0.25 en la variable o:

CO@BCEOER D) (P)@E@® . A este punto, la pantalla lucird

como sigue:

|
i)

Con -0.25 en el nivel 2 de la pila y 'a' en el nivel 1 de la pila, puede usar la
tecla para crear la variable. La variable se muestra en las teclas del meng

cuando presione :

{

Para incorporar el valor 3x10° dentro de A12, podemos utilizar una versién
mas corta del procedimiento: (305 Jama@(1 (2 )Ev=)

Aqui estd una manera de incorporar el contenido de Q:

Q: CHam (D@ (I

) ()@ (F) ) (D@D D ()@ @ Eve)

Para incorporar el valor de R, podemos utilizar una versién incluso mas corta
del procedimiento:

R: 2 DEI@DIEIDI® CIwm @ o)

Pagina 2-57



Notar eso para separar los elementos de un vector en modo RPN podemos
utilizar la tecla espaciadora (%)), en vez de la coma (C(P) ) utilizada
arriba en modo algebraico.

zl: COEOEEOE™EE . Cw)dl)  E@)(si esta
necesitado, aceptar el cambio al modo Complex)

pl: (Pl <2E)=Em( @™ (X))
(DRI L) @)@ 0D Em) (o).

La pantalla, a este punto, lucird como sigue:

1
| 21 | k| & | Aid |

Usted vera seis de las siete variables enumeradas al pi¢ de la pantalla: p7, z1,

R Q Al2 ¢.

Verificando el contenido de las variables
Como ejercicio en la verificacién del contenido de las variables, utilizaremos

las siete variables escritas en el ejercicio anterior. Anteriormente demostramos
cémo utilizar el meng FILES para verificar el contenido de una variable cuando
creamos la variable A. En esta secciéon demostraremos una manera simple de
verificar el contenido de una variable.

Presionando las teclas del mend de la variable

Este procedimiento mostrard el contenido de una variable siempre y cuando la
variable contenga un valor numérico, un valor algebraico, o un arreglo. Por
ejemplo, para las variables enumeradas anteriormente, presionar las teclas
siguientes para ver el contenido de las variables:

La forma maés simple de examinar los contenidos de una variable consiste en
presionar la tecla de ment correspondiente al nombre de la variable. Por
ejemplo, para las variables utilizadas anteriormente, ejecitense las siguientes
instrucciones:

Modo algebraico
Presiénense las siguientes teclas:

este ejercicio la pantalla lucira de esta forma:

@m) . Al finalizar
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g} ]
S+5i

I
[321]

A
_r
M+t

Modo RPN
En modos RPN, es necesario solamente presionar las teclas correspondientes al
nombre de las variables para examinar el contenido de las mismas. Para el
caso de interés, examinese el contenido de las variables z1, R, Q, A12, o, y
A, creadas anteriormente, de la forma siguiente:

Al finalizar este ejercicio, la pantalla luciré de esta manera:

: S+

: [221]
: =

m+r

: SEHEEEE .

1: —. 23

Utilizando la tecla seguida de la tecla del meno

En modo algebraico, puede visualizar los conenidos de una variable
presionando y, a continuacién, la tecla correspondiente. Ejecttense
los siguientes ejemplos:

Nota: En modo RPN no necesita presionar (sélo y la tecla del
men( correspondiente).

Los resultados se muestran a continuacién (Modo algebraico a la izquierda,
modo RPN a la derechal):
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Noétese que en este caso el programa contenido en la variable p1 se lista en la
prog P

pantalla.  Para ver el contenido del resto de las variables de este directorio,

presione (W7):

Listado de las variables en la pantalla
Utilicese la combinacién (PJ)<3> para listar el contenido de todas las
variables en la pantalla. Por ejemplo:

1: C3..5.2
ORI
: rfim+r5
12: 2EEGE
I-.23

B,

Presidnese para recobrar la pantalla normal.

Sustituir el contenido de las variables
Sustituir el contenido de una variable se puede pensar como almacenar un

valor diferente en una variable existente. Asi, los ejemplos para crear las
variables demostradas arriba se pueden utilizar para ilustrar el reemplazo del
contenido de una variable.

Usando la funcién STOp
Usando como ilustracién las siete variables, p1, z1, R, Q, A12, a, y A, creados
anterior, procederemos a cambiar el contenido de la variable A72
(actualmente una variable numérica) con la expresién algebraica ‘B/2’,
usando la funcién STOP. Primero, usando el modo de operacién algebraico:
()@ (=)2I0D
Comprobar el nuevo contenido de la variable AT12 usando
modo de operacién RPN:

e (eIe (2@ ()

Usar el

| @) (o)
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o, de una manera simplificada,

e ()@= L)

Usando seguido por la tecla de la variable (RPN)

Esta es una manera muy simple de cambiar el contenido de una variable, pero
trabaja solamente en el modo de RPN. El procedimiento consiste en escribir el
nuevo contenido de la variable e incorporarlo en la pantalla, y entonces
presionar seguida por el tecla de la variable. Por ejemplo, en RPN, si
deseamos cambiar el contenido de la variable z1 a ‘a+bbi ’, use:

(e (@)@ D@9

Esto pondré la expresién algebraica ‘a+bbi * en el nivel 1: en la pantalla. Para
incorporar este resultado en variable z1, use:
Para comprobar el nuevo contenido de z1, use:

Una manera equivalente de hacer esto en modo algebraico es la siguiente:

@B D E D@D @GO

Para comprobar el nuevo contenido de z1, use:

Uso de la variable ANS(1) modo algebraico)

En modo algebraico uno puede utilizar ANS(1) para sustituir el contenido de
una variable. Por ejemplo, el procedimiento para cambiar el contenido de z1 a
i @) . Para comprobar el nuevo

‘a+bi” es el siguiente: -ANS Go) §

contenido de z1, use: (P

Copiar variables
Los ejercicios siguientes demuestran diversas maneras de copiar variables a

partir de la una secundaria-directorio a otra.

Usando el meno FILES

Para copiar una variable a partir de un directorio a otro usted puede utilizar el
mend FILES. Por ejemplo, dentro del sub-directorio {HOME MANS INTROY},
tenemos las variables p1, z1, R, Q, A12, ¢, y A. Suponga que deseamos
copiar la variable A y poner una copia en el sub-directorio {HOME MANS}.
También, copiaremos la variable R y pondremos una copia en el directorio
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HOME. He aqui cémo a hacerlo: Presione () ass para producir la lista

siguiente de variables:

Agnory:  FIRTE T Felact:

EDIT | COFY | HOYVE EVAL | TREE

Use la tecla & para seleccionar la variable A (la dltima en la lista), entonces

presione La calculadora responderd con una pantalla etiquetada PICK

DESTINATION:

FICK DEEZTINATION
2ZZRE
RE

Use la tecla (@ para seleccionar el sub-directorio MANS y presione Si
usted ahora Presione ()wok_ |, la pantalla mostrard el contenido del sub-
directorio MANS (note que la variable A se muestra en esta lista, segin lo
esperado):

Henory: JU2519 T Felact: [\l

EDIT | COPY | HOVE | RCL | EVAL | TREE
Presione @&m) (modo algebraico), o (modo RPN) para
regresar al directorio INTRO. Presione () fues para producir la lista de
variables en {HOME MANS INTRO}. Use la tecla (30 )para seleccionar la
variable R, entonces presione Use la tecla (¢ay) para seleccionar el
directorio HOME, y presione Si Ud. ahora presiona () vk, dos
veces, la pantalla demostrard el contenido del Directorio HOME, incluyendo

una copia de la variable R:
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Henory: JO9I8F T FelecE: 1)
] HIkn

ESICAZDIR

EDIT | COFY | HOVE | RCL | EVAL | TREE

Usar la historia en modo algebraico

Aqui estd una manera de utilizar la historia (pantalla) para copiar una variable
a partir de un directorio a otro con la calculadora fijada al modo algebraico.
Suponer que estamos dentro de sub-directorio {HOME MANS INTRO}, y
desear copiar el contenido de la variable z1 al sub-directorio {HOME MANS}.
Utilice el procedimiento siguiente: Esto almacena
simplemente el contenido de z1 en si mismo (ningdn cambio efectuado en z1).
Después, use (1) vPoR_ para moverse al sub-directorio {HOME MANS}. La
pantalla de la calculadora lucird de este modo:

a+i
PAMS(1Ik=1 ]
a+i
tUPDIR
HOVA
TnTkol [ [ ]

Después, use la tecla de cancelacién tres veces, para quitar las tres lineas
dltimas en la pantalla: (@) (@) (®). A este punto, la pantalla esté lista a
ejecutar la funcién ANS(1)»z1.  Presione para ejecutar esta funcién.
Entonces, use

para verificar el contenido de la variable.

Usar la pantalla en modo RPN
Para demostrar el uso de la pantalla en modo RPN para copiar una variable
de un sub-directorio a otro, asumimos que usted estd dentro del sub-directorio
{HOME MANS INTROY}, y eso copiaremos el contenido de la variable z1 al
directorio HOME. Utilizar el procedimiento siguiente:

Eve) ()
Este procedimiento enumera el contenido y el nombre de la variable en la
pantalla. La pantalla de la calculadora lucird asi:
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Ahora, use (5)wor_ (S)wor_ para moverse al directorio HOME, y presione
para terminar la operacién.  Use
la variable.

para verificar el contenido de

Copiado de dos o mas variables usando la pantalla en modo algebraico

Lo que sigue es un ejercicio para demostrar cémo copiar dos o mas variables
usando la pantalla cuando la calculadora esté en modo algebraico. Suponer,
una vez mds, que estamos dentro del sub-directorio {HOME MANS INTRO} y
eso que deseamos copiar las variables R y Q al sub-directorio {HOME
MANS}. Las teclas necesarias para completar esta operacién se muestran a
continuacién:

UPDR_ (EnTER)
(@) (@) (@)=
(@) (@) (@) (@)
Para verificar el contenido de las variables, use
Este procedimiento se puede generalizar al copiado de tres o més variables.

Copiado de dos o mas variables usando la pantalla en modo RPN

Lo que sigue es un ejercicio para demostrar cémo copiar dos o mds variables
usando la pantalla cuando es la calculadora en modo RPN.  Asumimos, otra
vez, que estamos dentro sub-directorio {HOME MANS INTRO} y que deseamos
copiar las variables R y Q al sub-directorio {HOME MANS}. Las teclas
necesario para terminar esta operacién se demuestran a continuacién:

(aJumr_ (sror) (5700
Para verificar el contenido de las variables, use g
Este procedimiento se puede generalizar al copiado de tres o mas variables.
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Reordenar variables en un directorio
En esta seccién ilustramos el uso de la funcién ORDER para reordenar las

variables en un directorio. Asumimos que comenzamos dentro del sub-
directorio {HOME MANS} contener las variables, A12, R, Q, z1, A, y el sub-
directorio INTRO, segin lo demostrado abaijo.

Modo algebraico

En este caso, tenemos la calculadora fijada al modo algebraico. Suponer que
deseamos cambiar la orden de las variables a INTRO, A, z1, Q, R, Al2.
Seguir de la forma siguiente para activar la funcién ORDER:

me Seleccione MEMORY del ment de programacién
ISUNZANZANY Seleccione DIRECTORY del ment MEMORY
INYEN Seleccione ORDER del ment DIRECTORY

La pantalla demostrard la linea de entrada siguiente:

RDER 4
| E | ¢ | 21| A |

Después, enumeraremos el nuevo orden de las variables usando los nombres
entre apostrofes:
= )
) 2 COEEEO>(P) 2 (COEEOS
) ™) La pantalla ahora demuestra

nueva ordenar de las variables:

0ORDERC'IMTRO 'A' '=1! 'I]'i
HOVA
Modo RPN

En modo RPN, la lista de variables reordenadas se enumera en la pantalla
antes de aplicar la funcién ORDER. Suponer que salimos de la misma
situacién que arriba, pero en modo RPN, i.e.,
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i:

La lista reordenada es creada usando:

Dy

Entonces, escriba la funcién ORDER, segin lo hecho antes, i.e.,

DL Seleccione MEMORY del ment de programacién
NU\ZANZANY Seleccione DIRECTORY del mend MEMORY

Seleccione ORDER del ment DIRECTORY

S ay

El resultado es la pantalla siguiente:
i:
[ A | 21| ¢ | K |

Moviendo variables usando el menu FILES
Para mover una variable de un directorio a otro usted puede utilizar el meng

FILES. Por ejemplo, dentro de sub-directorio {HOME MANS INTRO}, tenemos
las variables p1, z1, R, Q, A12, @ y A. Suponga que deseamos mover la
variable A12 al sub-directorio {HOME MANS}. He aqui cémo a hacerlo:
Presione (&) fues para demostrar una lista de variables. Use la tecla &>
para seleccionar la variable A72, entonces presione la calculadora
responderd con una pantalla denominada PICK DESTINATION.  Use la fecla
(& para seleccionar el sub-directorio MANS y presione la pantalla
ahora demostrard el contenido del sub-directorio {HOME MANS INTRO}:

eHorY: oiqql 1 Feleck: o)

EDIT | COFY | HOME | KCL | EVAL | TREE

Note que la variable A12 ya no esté més en la lista.  Si usted ahora presiona
()wr , la pantalla demostrard el contenido del sub-directorio MANS,
incluyendo la variable AT12;
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L A3 I T Felect:

EDIT | COFY

Nota: Usted puede ttilizar la pantalla para mover una variable
combinando el copiado con suprimir una variable. Los procedimientos para
suprimir variables se muestran en la siguiente seccién.

Suprimir variables
Las variables se pueden suprimir usando la funcién PURGE. Esta funcién puede

ser alcanzada directamente usando el mend TOOLS (o)), o usando el mend
FILES C)fues

Usando la funcién FILES

La funcién FILES puede ser utilizado para purgar una variable a la vez. Para
suprimir una variable de un directorio dado usted puede utilizar el mend FILES.
Por ejemplo, dentro del sub-directorio {HOME MANS INTRO}, tenemos las
variables p1, z1, R, Q, &, y A. Suponga que eliminamos la variable A. He
aqui cémo hacerlo: Presione () s para producir la lista de variables.
Use la tecla & para seleccionar la variable A (la ¢ltima en la lista), entonces
presione Lla pantalla ahora demostrara el contenido del
sub-directorio INTRO sin la variable A.

eHord:  Piree | Felect:

=1 L bt o L=

EDIT | COFY | HOVE | KCL | EVAL | TREE
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Usando la funcién PURGE en la pantalla en modo algebraico

Nuestra lista de variables contiene las variables pl1, z1, Q, R y a A
continuacién se utiliza la funcién PURGE para eliminar las variable pT y A.
Presidnese @), y a continuacién
@) . La pantalla indica que las variables p1 y A han sido eliminada:

la funcién PURGE puede utilizarse para eliminar més de una variable al
colocar sus nombres en una lista que pasa a ser el argumento de la funcién.
Por ejemplo, si quisiéramos eliminar las variables Ry Q, simultdneamente, se
puede utilizar :

@ O EE® () ) )

La pantalla muestra la funcién PURGE a punto de activarse para eliminar las
variables Ry Q:

' PURGE'R1"Y
HOVA
URGECS "Ry "3 30

Para completar el ejercicio, presiénese @=). La pantalla muestra las variables
restantes:

' PURGE'R1Y
' PURGE'R" "E'H)

HOVA

Utilizando la funcién PURGE en la pantalla en modo RPN

Asumiendo que nuestra lista de variables contiene pl, z1, Q R y e
Utilizaremos la funcién PURGE para eliminar la variable p1.  Presiénense las
siguientes teclas (C)

eliminada de la memoria:

La pantalla indica que p1 ha sido
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Para eliminar dos variables simultaneamente, por ejemplo, las variables Ry Q,
créese primero una lista (en Modo RPN, los elementos de lista no necesitan
estar separados por comas como se requiere en Modo algebraico):

Qw) (DU ) RN

A continuacién, presiénese para eliminar las dos variables.
Informacién adicional sobre la manipulacién de variables se presenta en el
Capitulo 2 de la Guia del Usuario de la calculadora.

Las funciones UNDO y CMD

Las funciones UNDO y CMD son (tiles para recobrar instrucciones previas o
para recobrar una operacién en caso de que se haya cometido un error. Estas
funciones estan asociadas con la tecla HIST: UNDO resulta al escribir
() woo , mientras que CMD resulta al escribir CaDan_ .

Para ilustrar el uso de UNDO, infentar el ejercicio siguiente en modo
algebraico (ALG): (3O @™. La funcion UNDO (CP) uwo )
simplemente borra el resultado. El mismo ejercicio, en modo RPN, usard estas
teclas: (S)E™(4)Em(xJ)(3)@m(=). Usando (P) w0 a este punto
desharé la operacién mas reciente (20/3), deja los términos originales en la
pantalla:

Para ilustrar el uso de CMD, escribase lo siguiente en modo ALG. Presione

después de cada entrada.

Después, use la funcion CMD ((9) a0 ) para mostrar las cuatro funciones més
recientes escritas por el usuario, i.e.,
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i~

mn—.-n

Incz. 12

z
THIN (5. 21

Usted puede utilizar las teclas (@< para navegar entre estas funciones y
destacar cualesquiera de ellas que usted desea colocar de nuevo en la
pantalla. Una vez que usted haya seleccionado la funcién a repetir, presione

La funcién de CMD funciona en la misma manera cuando la calculadora esté
en el modo RPN, excepto que la lista muestra solamente numeros o
algebraicos. No se muestran las funciones escritas. Por ejemplo, intente el
ejercicio siguiente en el modo RPN:
Cem (2 (3 (=) (x))
G2 @) .
Presionando ()@ produce la siguiente lista:

BT R
]
a
5

2

1: SIMHISZ

Como usted puede ver, los nimeros 3, 2, y 5, utilizado en el primer célculo
arriba, se enumeran en la caja de la seleccién, asi como el algebraico
‘SIN(5x2)’", pero no la funcién SIN escrita antes del algebraico.

Banderas o sefiales
Una bandera o sefial es un valor Booleano, eso se puede fijar o despejar

(verdad o falso), eso especifica un ajuste dado de la calculadora o una opcién
en un programa. las banderas en la calculadora son identificadas por
nimeros. Hay 256 banderas, numeradas a partir de la -128 a 128. Llas
banderas positivas se llaman las banderas del usuario y estan disponibles para
programar propésitos del usuario. Las banderas representadas por numeros
negativos se llaman las banderas del sistema y afectan la manera que la
calculadora funciona. Para ver los ajustes actuales de las banderas presione la
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tecla , y después la tecla (i.e., F1). Usted conseguiré una pantalla
etiquetada SYSTEM FLAGS listando los nombres de las banderas y sus

numeros:

STETEN FLAGE ¥
aeneral =olutionz
Constant + syHb
Functioan + =yHb
Faydnent at end
13 + pactor

Underflod + 0

ougrF Len + £3EY3R
InFainite + arror
PHeNELY o CHetud!

Nota: En esta panfalla, solamente se muestran banderas del sistema, y
sélo el valor absoluto del nimero de la bandera se muestra. Una bandera se
dice estar fijada si usted ve una marca de cheque (v') delante del nomero de
la bandera. Si no, la bandera no estd fija sino despejada. Para cambiar el
estado de una bandera de sistema, presione la tecla | mientras que la
bandera que usted desea cambiar esté seleccionada, o utilice la tecla ().
Usted puede utilizar las teclas (ay<3> para moverse sobre la lista de las
banderas del sistema. Aunque hay 128 banderas del sistema, no se utilizan
todos, y algunos de ellos se utilizan para el control interno del sistema. Las
banderas del sistema que no son accesibles al usuario no son visibles en
esta pantalla. Una lista completa de banderas se presenta en el capitulo 24.

Ejemplo del ajuste de la bandera: soluciones generales contra
valor principa
Por ejemplo, el valor prefijado para la bandera 01 del sistema es General

solutions (soluciones generales). Lo que esto significa es que, si una ecuacién
tiene soluciones multiples, todas las soluciones seran calculadas por la
calculadora, muy probablemente en una lista. Al presionar la fecla i
usted puede cambiar la bandera O1 del sistema a Principal value (valor
principal). Este ajuste forzard la calculadora para proporcionar un solo valor

conocido como el valor principal de la solucién.
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Para ver su funcionamiento, primero fije la bandera 01 del sistema (i.e.,
seleccione Principal Value). Presione

dos veces para volver a la pantalla
normal de la calculadora. Intentaremos solucionar una solucién cuadratica de

la ecuacion, por ejemplo, 12+5t+6 =0, con la funcién QUAD.

Modo algebraico

Use las teclas siguientes: (P)_ar @)@ (use las teclas (a<3> para
seleccionar la funcién QUAD) presione

EUHD( 2

Para incorporar la ecuacién como el primer argumento de la funcién QUAD,

use las siguientes teclas:
(P _eow () ()@ (rI(2I00 (HCEIX ) e
@I @ @ (P = (0 )@=
,J) @@=

El resultado es:

: I]LIHD[t2+5-t +E-=El,t]

E intente la solucién ofra vez: (& &\ @) @) . La solucién ahora
incluye dos valores:

: I]LIHD[t 2+5-t +5=A,1 ] N

: QUAD| L = 45 4=,
=2

=-3

Modo RPN
Primero, ajuste la bandera del sistema 01 a Principal Value. Presion dos

veces para volver a la pantalla normal de la calculadora.  Entonces, escriba la

ecuacién cuadrdtica como sigue:
() e () (D@ D200 (IEICO (e
G @ @ () =00)

ae) (mantener una segunda copia en la pantalla RPN)
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@ D@

t§+5-t +E=
R

Utilice las siguientes teclas para escribir la funcién QUAD: (7)) _ar (e @

La

(use las teclas (@3> para seleccionar la funcién QUAD) Presione
pantalla demuestra la solucién principal:

t2+5-t 1—6

Ahora, cambie el ajuste de la bandera 01 a General solutions: (#op)
i E intentar la solucién otra vez: (@)D ) ()@ @)
(P)_ar @ (use las teclas (@3> para seleccionar la funciéon QUAD)
Presione

. Lla pantalla ahora demuestra las dos soluciones:

1 it==2 t=-2}

Otras banderas de interés
Muestre una vez més la bandera actual presionando la tecla #o0), y después

Cerciorarse que la bandera 01 del sistema ha sido despejada como
se hizo en el ejercicio anterior. Use las teclas (@ <3> para moverse sobre la
lista de la bandera del sistema.

Algunas banderas de interés y de su valor preferido con el fin de los ejercicios
que siguen en este manual son:

02 Constant A symb:  Valores constantes (por ejemplo., T) se mantienen
como simbolos

03 Function A symb:  Las funciones no se evaltan automdéticamente, en vez,
se cargan como expresiones simbdlicas.

27 'X+Y*i' & (XY): Llos numeros complejos se representan como pares
ordenados
60 [d][a] locks: La secuencia traba el teclado alfabético
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Presione dos veces para volver a la pantalla normal de la calculadora.

CHOOSE boxes vs. Soft MENU

En algunos de los ejercicios presentados en este Capitulo hemos presentado
listas de funciones en la pantalla. Estas listas de funciones se denominan, en
inglés, CHOOSE boxes (listas de mend). El ejercicio siguiente indica como
cambiar la opcién (CHOSE boxes) a Soft MENU (teclas de meng), y viceversa.

Aunque el presente ejercicio no se aplica a un ejemplo especifico, el mismo
muestra las dos opciones para los ments de funciones en la calculadora
(CHOOSE boxes y soft MENUs). En este ejercicio, se busca la funcién ORDER,
la cual se utiliza para reordenar las variables en un directorio en modo
algebraico:

e Mostrar el ment PROG. Seleccionar MEMORY.

AD i
Hu“ﬁ*nuﬁ HENU

Al HEWORY HEMU i

Mol FuRGE —
2. HEN

2.EYTES

I.I

5

. NIEH0E
.DIRECTORY..

.ARITHHETIC..
.ARCHIVE
.REZTORE

| | [CANCL]

L N

Mostrar mend DIRECTORY. Seleccionar ORDER.
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AD i
HioH DIRECTORY HENU !

10. HERORY..
| | [CARCL]

Activar la funcién ORDER.
Una forma alternativa de mostrar las funciones de un mend es a través de teclas
de mend (soft MENU), al manipular la sefial de sistema nomero 117 (system
flag 117). (Para informacién adicional sobre sefales de sistema véanse los
Capitulos 2 y 24 en la Guia del Usuario). Para seleccionar esta sefial uti

& (&S (& (A (A (A (ay

icese:
MODE

La pantalla muestra la sefial de sistema nimero 117 sin seleccionar (es decir,
con la opcién CHOOSE boxes activa):

ZYZTEM FLAGE

FiHpliFied
FrafFar cosll

7 CHOOZE boxex

Rigorans on
Zilgnt Hodg oFF
ALLeH ZHatch Hods
ACCur. Fian-:turH
rref He last cal
WarEs are redals

Presiénese la tecla ivEET# para seleccionar esta sefial de sistema activando la

opcién soft MENU. La pantalla reflejara esta seleccién:

EYETEN FLAGE
FRRT FiHpliFigd
Frafgr cazi)
f SoFt MENU
Rigaraus on
filent Hodg of F

ALLoH ZHitch Hode
Accur. Fian-Sturd
reef He last cal
Wars are raals

Presiénese dos veces para recobrar la pantalla normal.
A continuacién, se busca la funcién ORDER utilizando teclas de ment. Para
comenzar, presidnese (<)% . Nétese que en vez de una lista de ment se

obtienen ahora teclas de mend para el mend PROG, es decir,
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EFRCH | TEST | TYFE | LIZT

Presiénese para seleccionar el mend MEMORY
muestra las siguientes teclas de menu:

la pantalla

FURGE| HEM |EYTEZ|NEWQE

Presiénese para seleccionar el meno DIRECTORY (;

| REL | 3T | FATH [CROIR]

La funcién ORDER no se muestra en esta pégina de mend. Para encontrar esta

funcién presiénese :

Para activar la funcién ORDER, presiénese la tecla de meng

Nota: En la mayoria de los ejemplos de esta guia del usuario se asume
que el ajuste contempordneo de ka bandera 117 es su ajuste por defecto (es
decir, no ajustado). Si ha ajustado la bandera pero desea seguir
estrictamente los ejemplos de esta guia, deberia borrar la bandera antes de
continuar.

Ejemplos de menus de lista (CHOOSE boxes)

Algunos menUs producirdn solamente ments de listas (CHOOSE boxes), por

ejemplo,

* El ment APPS (APPlicationS), activado con la tecla primera tecla en la
segunda fila del teclado:

IS0 Functions.
Constants lib.
MuHeric zoluer..
CTiHe & date..
Equation Hriter
File Handazr
Hatrix writer
CText gdator

2
e
y
5
3
7
2
3
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El menu CAT (CATalog menu), activado con la tecla (@) _ar , segunda

tecla en la cuarta fila del teclado:

Ab T i
HiH CATALOG: 7S CONMARDDE |

El ment HELP, activado con

Ab
HOH

CHE halp on: i
= ]

RECUY
ACOE3E
ADDTHOD
ADDTAOREAL
ALGE

ARIT
EL AEINAC

El ment CMDS (inglés, CoMmanDS), activado dentro del escritor de

ecuaciones, i.e., (P ) _fw

CHE CoHHAndE:
ER
RECUY

ACOE2E

ADDTHOD

ADDTOREAL

ALGE

ARIT

AZINAC
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Capitulo 3
Calculos con nimeros reales

Este Capitulo demuestra el uso de la calculadora para operaciones y las
funciones relacionadas un los nimeros reales.  Se asume que el usuario esté
familiarizado con el teclado para identificar ciertas funciones disponibles en el
mismo (por ejemplo, SIN, COS, TAN, etc.) Asi mismo, se asume que el lector
sabe como seleccionar el sistema operativo de la calculadora (Capitulo 1),
como usar menUs vy listas de seleccién (Capitulo 1), y como utilizar variables
(Capitulo 2).

Verificacién de los ajustes de la calculadora
Para verificar los ajustes actuales de la calculadora y del CAS véase la linea

superior en la pantalla de la calculadora en operacién normal.  Por ejemplo,
usted puede ver el ajuste siguiente: RAD XYZ DEC R = ‘X’

Estos ajustes representan: RADianes para las medidas angulares, XYZ para las
coordenadas (cartesianos) rectangulares, base de numeracién DECimal,
nimeros reales (R), = significa resultados EXACTos, y ' X ' es el valor de la
variable independiente del CAS.

Otro listado posible de opciones podia ser DEG R£Z HEX C ~ ‘t'

Estos ajustes representa: grados (DEGrees) como medidas angulares, RZ Z
para los coordenadas polares, base numérica HEXadecimal, nomeros
complejos (€) son permitidos, ~ significa resultados “APROXimados”, y ‘t' es la
variable independiente del CAS.

En general, esta parte de la pantalla contiene siete elementos. Cada elemento
se identifica bajo numeros 1 a 7. Los valores posibles para cada elemento se
muestran entre paréntesis después de la descripcién del elemento. La
explicacion de cada uno de esos valores también se muestra:
1. Especificacién de la medida del éngulo (DEG,RAD, GRD)
DEG: grados, 360 grados en un circulo completo
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RAD: radianes, 27 radianes en un circulo completo
GRD: grados centesimales, 400 grados en un circulo completo
2. Especificacién de sistema coordinado (XYZ, R£Z, R££). El simbolo «£
significa un coordenada angular.
XYZ:  Coordenadas cartesianas o rectangulares (x,y,z)
RzZ: Coordenadas polares cilindricas (r,6,z)
Rzz:  Coordenadas esféricas (p,0,)
3. Especificacién de la base de numérica (HEX, DEC, OCT, BIN)
HEX:  nUmeros hexadecimales (base 16)
DEC: numeros decimales (base 10)
OCT: ndmeros octales (base 8)
BIN:  nUmeros binarios (base 2)
4. Especificacion de modo real o complejo (R, €)
R: ndmeros reales
(o} numeros complejos
5. Especificacién de modo exacto o aproximado (=, ~)
= modo exacto (simbdlico)
~ modo aproximado (numérico)
6. Variable independiente del CAS (por ejemplo, ‘X, 't etc.)

Verificacién de modo de la calculadora
En modo RPN los diversos niveles del “stack” (pila) se listan en el lado

izquierdo de la pantalla. Cuando se selecciona el modo ALGEBRAICO no hay
niveles numerados en la pantalla, y la palabra ALG se lista en la linea superior
de la pantalla hacia el lado derecho. La diferencia entre estos modos de
funcionamiento fue descrita detalladamente en el capitulo 1.

Calculos con nimeros reales

Para ejecutar célculos con nimeros reales es preferible que el CAS tenga activa
la opcién Real (en contraste con la opciéon Complex). La opcidén Exact es la
opcién pre-seleccionada por la calculadora para la mayoria de las
operaciones. Por lo tanto, usted puede comenzar sus célculos en este modo.
Cualquier cambio al modo Approx requerido para terminar una operacién
seré solicitado por la calculadora. No hay seleccién preferida para la medida
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del angulo o para la especificacion de la base de numero. Los célculos de
numeros reales se demuestran en modo algebraico (ALG) y de notacién polaca
reversa (RPN).

Cambio de signo de nimero, variable, o expresién
Use la tecla G=). En modo de ALG, usted puede presionar antes de

escribir el nimero, por ejemplo, (?-)(2)()(E)@®) . Resultado = -2.5. En
modo de RPN, usted necesita escribir por lo menos una parte del nimero
primero, y después utilizar G), por ejemplo, (2)(=J)(5J)(). Resultado = -
2.5. Si usted utiliza la funcién mientras que no hay linea de comando, la
calculadora aplicard la funcién NEG al objeto en el primer nivel del “stack.”

La funcién inversa
Use la tecla (x). En modo de ALG, presione primero, seguido por un

numero o una expresién algebraica, por ejemplo, (x)(2). Resultado = 0.5.
En modo RPN, escriba el nimero primero, después utilice la tecla de la funcién,

por ejemplo, (4@ (). Resultado = 0.25.

Adicién, substraccién, multiplicacién, divisién
Utilizar la tecla de la operacién apropiada, a saber, = (=). En
modo ALG, presione un operando, y después el operador, seguido de un
operando, seguido por para obtener un resultado. Ejemplos:
W) I
e )3 (=) L)
o2 (208
(203 (=) W) @

Las primeras tres operaciones arriba se demuestran en la pantalla siguiente

tirada:
PS3.THSLE
8.
I6.3-2.5
-2
4. 22.5

En modo de RPN, escribir los operandos uno después del otro, separado por
un @), después presione la tecla del operador. Ejemplos:
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L@ (2]
L= (8] ()
OO (20
(DD (B ()

Alternativamente, en modo RPN, uno puede separar los operandos con la tecla

espaciadora (7<) ) antes de presionar la tecla de la operacién.  Ejemplos:
I
L6380 (=)
(220
(20 ()

Uso de paréntesis
Se pueden utilizar paréntesis para agrupar operaciones, asi como para incluir

argumentos de funciones. Los paréntesis estén disponibles con la combinaciéon
(5D . los paréntesis se escriben siempre en pares. Por ejemplo, calcule
(5+3.2)/(72.2):
En modo ALG:

(@ EHCIDODOE™ (D22 @

En modo RPN uno no siempre necesita usar paréntesis, dado que los calculos
se realizan directamente en la pantalla (stack):

e (DI HDem (2 2]

En modo RPN, el escribir una expresién entre apéstrofes permite al usuario a
escribir expresiones como en el modo algebraico:
™ I E)
0 (DD@2CI@2)e@m=

Para ambos modos, ALG y RPN, uno puede utilizar el escritor de ecuaciones en
el caleulo:

(P e (5 ()2 (D=2
La ecuacién puede ser evaluada dentro del escritor de ecuaciones al utilizar las
siguientes teclas:
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& (A (& (& o, (BPJa

Funcién valor absoluto
La funcién valor absoluto, ABS, esta disponible con la combinacién: ()48 .

Al calcular en modo ALG, escriba la funcién antes del argumento, por ejemplo,

s CD2DBEI@2)es

En modo RPN, escriba el nomero primero, y después la funcién, por ejemplo,

(D@8

Cuadrados y raices cuadradas
La funcién cuadrada, SQ, esté disponible con la combinacién : (<0 . Al

calcular en la pantalla en modo ALG, escriba la funcién antes del argumento,

por ejemplo, (5D G2 CIE3)E@™

En modo RPN, escriba el nomero primero, y después la funcién, por ejemplo,
(22

La funcién raiz cuadrada, V, esté disponible en la tecla R. Cuando se calcula

en la pantalla en modo ALG, escribase la funcién antes del argumento, por

ejemplo, OB HE®)

En Modo RPN, escribase el nomero primero, seguido por la funcién, por

ejemplo, T2 3O EH)E0

Potencias y raices

La funcién potencia, *

, se encuentra disponible en la tecla (). Cuando se
calcula en la pantalla en modo ALG, escribase la base (y) seguida de la tecla
(), y del exponente (x), por ejemplo, (52 7IC)

En Modo RPN, escribase el nimero primero, seguido por la funcién, por
ejemplo, (IO Em (D CI2)E)@m ()

La funcién raiz, XROOT(y,x), estd disponible a través de la combinacién de
teclas () _%7 . Cuando se calcula en la pantalla en modo ALG, escribase la
funcién XROOT seguida por los argumentos (y,x), separados por comas, por
ejemplo, (P)_ (3)(P)__

En Modo RPN, escribase el argumento y, primero, después, x, y finalmente la

funcién, por ejemplo, 7
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Logaritmos decimales y potencias de 10
Los logaritmos decimales (de base 10) se calculan a través de la combinacién

de teclas (P)_ w6 (funcién LOG), mientras que su inversa (ALOG, o
antilogaritmo) se calcula utilizando (5J#” . En modo ALG, la funcién se
escribe antes del argumento:
(P e (2] E@m™)
. 2B Em)
En Modo RPN, el argumento se escribe antes de la funcién:
(2D em () e
(2B Em (a)e”

Utilizando potencias de 10 al escribir datos

Potencias de diez, es decir, nimeros de la forma -4.5x107%, etc., se escriben

utilizando la tecla (&x). Por ejemplo, en modo ALG:
COCIEIE)EI@2)Em

O, en modo RPN:
TBED OB EDIEWBIEDIED

Logaritmos naturales y la funcién exponencial
Los logaritmos naturales (i.e., logaritmos de base e = 2.7182818282) se

calculan utilizando (P) v (funcién LN) mientras que su inversa, la funcién
exponencial (EXP), se calcula utilizando ()¢ . En modo ALG, la funcién se
escribe antes del argumento:

(2D @™

e (H)2)D3)Em

En Modo RPN, el argumento se escribe antes de la funcién:
2ICOMB)em () W
(2COIC)Eem (S

Funciones trigonométricas
Tres funciones trigonométricas se encuentran disponibles en el teclado: seno

(3W)), coseno ((c05)), y tangente (V) ). Los argumentos de estas funciones son
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angulos ya sea en grados, radianes, o grados decimales. Los siguientes
ejemplos usan angulos en grados (DEG):
En Modo ALG:
B[ &BWBIEL)

En Modo RPN:
EBIWBIEEIED)

Funciones trigonométricas inversas
Las funciones trigonométricas inversas disponibles en el teclado son el arco

seno (ASIN), arco coseno (ACOS), y arco tangente (ATAN), disponible con las
combinaciones (AW, (9)Acos , y (9)A®N_, respectivamente. Puesto que
las funciones trigonométricas inversas representan dngulos, la respuesta de
estas funciones seréd dada en la medida angular seleccionada (DEG, RAD,
GRD). Algunos ejemplos se demuestran a continuacién:
En modo ALG:
av_ (0 (25 @™
(Jacos (o) J8I5 )@=
Amv_ (1) IBEIE) @™
En modo RPN:
oI Em(a)an
o8I ) @vmr) () Acos.
WD) @m (G )my.

Todas las funciones descritas anteriormente, a saber, ABS, SQ, ¥, *, XROOT,
LOG, ALOG, LN, EXP, SIN, COS, TAN, ASIN, ACOS, ATAN, puede ser
combinado con las operaciones fundamentales ((F)(=)(x)(=)) para
formar expresiones mds complejos.  El escritor de ecuaciones, cuyas
operaciones se describen en el capitulo 2, es ideal para construir tales
expresiones, sin importar el modo de la operacién de la calculadora.
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Diferencias entre las funciones y los operadores
Las funciones como ABS, SQ, V, LOG, ALOG, LN, EXP, SIN, COS, TAN, ASIN,

ACOS, ATAN requieren un solo argumento. Asi, su uso en modo ALG es
directo, por ejemplo, ABS(x).  Algunas funciones como XROQOT requieren dos
argumentos, por ejemplo, XROOT(x,y).  Esta funcién es equivalente a la

combinacién _

Los operadores, por otra parte, se colocan después de un solo argumento o
entre dos argumentos. El operador factorial (!), por ejemplo, se coloca
después de un nimero, por ejemplo, (5 )@ (PJ(2 )@ . Puesto que este
operador requiere un solo argumento, se le conoce como un operador unitario.
Operadores que requieren dos discusiones, por ejemplo =) =)
(), son operadores binarios, por ejemplo, (3)(x)J)(5), o (1)) 2).

Funciones de nimeros reales en el mend MTH

El ment de MTH (matemadticas) incluye un nimero de funciones matematicas
sobre todo aplicables a los nimeros reales. Para tener acceso al mend MTH,
utilice la combinaciéon (5D #H_ . Con la opcién CHOOSE boxes seleccionada
para la bandera 117 del sistema (véase el capitulo 2), el mend MTH se
muestra como la lista siguiente del meng:

Al
i HATH HI'IIJ

VECTOFR..
-HATRIX..
LLIAT..
CHYFEREOLIC..
.KEHL..

.ERZE..
FREOEREILITY.. ..
CFFT.. 11 . ZFECIAL FUNCTIONE..

Dado que existe una gran cantidad de funciones matematicas disponibles en la
calculadora, el mend de MTH se organiza por el tipo de objeto que las
funciones se aplican encendido.  Por ejemplo, las opciones 1. VECTOR.., 2.
MATRIX., y 3. LIST.. se aplican a esos tipos de datos (es decir, vectores,
matrices, y listas) y seran discutidas més detalladamente en capitulos
subsecuentes. Las opciones 4. HYPERBOLIC.. y 5. REAL. se aplican a los
nimeros reales y serdn discutidas en detfallado posteriormente. La opcién 6.
BASE.. se utiliza para la conversién de nimeros en diversas bases, y también
se discute en un capitulo separado. La opcién 7. PROBABILITY.. se utiliza para

Péagina 3-8



los usos de la probabilidad y serd discutido en un capitulo préximo. La opcién
8. FFT.. (Transformada Rapida de Fourier, en inglés, Fast Fourier Transform) se
aplica al proceso de sefiales y serd discutido en un capitulo diferente.  La
opcién 9. COMPLEX.. contiene las funciones apropiadas para los nimeros
complejos, que seran discutidos en el capitulo siguiente. La opcién 10.
CONSTANTS proporciona el acceso a las constantes en la calculadora. Esta
opcién serd presentada més adelante en este capitulo. Finalmente, la opcién
11. SPECIAL FUNCTIONS.. incluye las funciones de las matematicas
avanzadas que serdn discutidas en esta seccién también.

En general, t#éngase cuidado del nimero y orden de los argumentos requeridos
para cada funcién, y téngase en cuenta que, en el modo ALG uno debe
seleccionar primero la funcién y después escribir el o los argumentos, mientras
que en Modo RPN, uno debe escribir el argumento en la pantalla primero, y
después seleccionar la funcién.

Usando los menus de la calculadora:

1. Dado que la operacién de las funciones en MTH (y de muchos otros
menUs de la calculadora) es muy similar, describiremos en detalle el uso
del mend 4. HYPERBOLIC.. en esta seccién con la intencién de describir
la operacién general de los ments de la calculadora. Préstese atencién
particular al proceso de seleccién de opciones.

2. Para seleccionar una de las opciones en una lista (CHOOSE box),
simplemente presiénese el nimero de esa opcién en el teclado. Por
ejemplo, para seleccionar la opcién 4. HYPERBOLIC.. en el mens MTH,
simplemente presiénese (4.

Las funciones hiperbélicas y sus inversas
A| seleccionar la opcién 4. HYPERBOLIC.. , en el mend MTH, y al presionar

, se produce el menu de funciones hiperbdlicas:
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U0 [HYFEREOLIC HEND

Al HYFEREOLIC HENL i

HoH

Las funciones hiperbélicas son:
Seno hiperbdlico, SINH, y su inversa, ASINH o sinh’]
Coseno hiperbélico, COSH, y su inversa, ACOSH o cosh™!
Tangente hiperbélica, TANH, y su inversa, ATANH o tanh’!

Este meny contiene también las funciones:
EXPM(x) = exp(x) - 1,
LNP1(x) = In(x+1).
Finalmente, la opcidn 9. MATH, vuelve a usuario al ment de MTH.

Por ejemplo, en modo de ALG, la secuencia de golpe de teclado para calcular
tanh(2.5) es la siguiente:
e mMH_ Seleccionar el ment MTH
Seleccionar 4. HYPERBOLIC..
Seleccionar 5. TANH
2O Em Evaluar tanh(2.5)

La pantalla muestra el siguiente resultado:

* TAMHCZ. 3]
. 9EE614292151

En el modo de RPN, las teclas para realizar este célculo son los siguientes:

@O E=) Escriba los argumentos en la pantalla
)M Seleccionar el ment MTH
Seleccionar 4. HYPERBOILIC..

Seleccionar 5. TANH

El resultado es:
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1: 985614292151

Las operaciones mostradas anteriormente asumen que uno utiliza la opcién pre-
definida para la sefial de sistema nomero 117 (CHOOSE boxes). Si uno ha
cambiado esta sefial de sistema (véase el Capitulo 2) a SOFT menu, el ment

MTH resulta ser como se muestra a continuacién (a la izquierda en modo ALG,
a la derecha en Modo RPNY):

Nota: Al presionar (9] % _ se recobra el primer ment de opciones de
MTH. También, usando la combinaciéon ()< enumerard todas las
funciones del mend en la pantalla, por ejemplo

FLUE

FT

MPLA

OHST

SFECIAL FUHCTIOHS

FFT |[CHFLRICONET|ZFECT

Asi, seleccionar, por ejemplo, el ment de las funciones hiperbélicas, presionar

la tecla

Finalmente, para seleccionar, por ejemplo, la funcién tangente hiperbélica

(tanh), simplemente presion

Nota: Para ver opciones adicionales en estos menus, presione la tecla
o la secuencia () v,
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Por ejemplo, para calcular tanh(2.5), en modo ALG, cuando se usan menis de
teclas (SOFT menus) en vez de menUs de listas (CHOOSE boxes), tilicese el
procedimiento siguiente:

M Seleccionar el ment MTH

Seleccionar el menu HYPERBOLIC..
Seleccionar TANH

(2@ Evaluar tanh(2.5)

En Modo RPN, el mismo valor se calcula utilizando:
@O Em=) Escribir argumentos en la pantalla
CammH_ Seleccionar el mend MTH

Seleccionar el mend HYPERBOLIC..
Seleccionar TANH

Como ejercicio de aplicacién de las funciones hiperbdlicas, verifiquense los
siguientes valores:

SINH (2.5) = 6.05020.. ASINH(2.0) = 1.4436...

COSH (2.5) = 6.13228.. ACOSH (2.0) = 1.3169...
TANH(2.5) = 0.98661.. ATANH(0.2) = 0.2027...
EXPM(2.0) = 6.38905.... LNP1(1.0) = 0.69314....

De nuevo, el procedimiento general demostrado en esta seccién se puede
utilizar para seleccionar opciones en cualquier ment de la calculadora.

Funciones de nomeros reales
Seleccionar la opcién 5. REAL.. en el ment de MTH, con la bandera 117 del

sistema fijada en CHOOSE boxes, genera la lista siguiente del menu:

Al i Al
il KEAL HENU Hi REAL HENU
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Al i Al
Hil KEAL HETU Hil EEAL MENU

19, HATH..

la opcién 19, MATH.. recobra el mend MTH. las funciones restantes se
agrupan en seis diversos grupos descritos a continuacién.

Si la bandera 117 del sistema se fija a SOFT menus, el mend de las funciones
REAL lucird como se muestra a continuacién (en el modo ALG, las mismas
teclas del menu estarén disponible en modo RPN):

TRNC |FLOOFK] C ] HTH

recobra el meng MTH.

La opcién dltima,

Funciones del porcentaje
Estas funciones se utilizan para calcular porcentajes y valores relacionados

como sigue:
% (y,x) : calcula el porcentaje x de y
%CH(y,x) : calcula 100(yx)/x, es decir, el cambio porcentual, La
diferencia entre dos nomeros.
%T(y,x) : calcula100 x/y, es decir, La porcién que un nimero (x)
constituye de otro (y).
Estas funciones requieren dos argumentos. A continuacién, se ilustra el calculo
de %T(15,45), es decir, calcular el 15% de 45. Asumimos que la calculadora
estd fijada al modo ALG, y que la bandera 117 del sistema estd fijada en
CHOOSE boxes. El procedimiento es como sigue:
e mMH_ Seleccionar el ment MTH

Seleccionar el ment 5. REAL..

Seleccionar 5. %T
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Escriba el primer argumento

)_» Escriba una coma para separar argumentos
Escriba el segundo argumento
ENTER Calcular funcién

El resultado es:

FRT0153,45)
2

En modo RPN, recordar que el argumento y esta situada en el segundo nivel de
la pantalla, mientras que el argumento x estd situada en el primer nivel. Esto
significa que usted debe escribir x primero, y después escribir la y, como en
modo de ALG. Asi, el calculo de %T(15,45), en modo RPN. Asi, el célculo de
%T1(15,45), en modo RPN, y con la bandera del sistema 117 fijada a
CHOOSE boxes, proseguimos de la forma siguiente:

Escriba el primer argumento
Escriba el segundo argumento
Cemm_ Seleccionar el ment MTH
Seleccionar el ment 5. REAL..

Seleccionar 5. %T

Nota: Los ejercicios en esta seccién ilustran el uso general de las
funciones de la calculadora que tienen 2 argumentos. La operacién de las
funciones que tienen 3 o mas argumentos se puede generalizar de estos
ejemplos.

Como ejercicio para las funciones de porcentajes, verificar los valores

siguientes: %(5,20) = 1, %CH(22,25) = 13.6363.., %T(500,20) = 4

Minimo y méximo
Utilizar estas funciones para determinar el valor minimo o méximo de dos
discusiones.

MIN(x,y) : valor minimo de x y de y

MAX(x,y) : valor méximo de x y de y
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Como ejercicio, verificar que MIN(-2,2) = -2, MAX(-2,2) = 2

Médulo
MOD: y mod x = residuo de y/x, es decir, si x y y son nimeros enteros, y/x =

d + r/x, en la cual d = cociente, r = residuo. En este caso, r =y mod x.

Notar por favor que MOD no es una funcién, sino un operodor por ejemplo,
en modo AlG, MOD se debe utilizar como w M =, y no como
Asi, la operacién de la MOD es S|m||ar alade (@), (&),

- @
Como ejercicio, verificar que 15 MOD 4 = 15 mod 4 = residuvo de 15/4 = 3

Valor absoluto, signo, mantisa, exponente, parte entera y fraccionaria
ABS(x) : calcula el valor absoluto, | x|

SIGN(x): determina el signo de x, i.e., -1, 0, 0 1.

MANT(x): determina la mantisa de un nimero basado en log .
XPON(x): determina la potencia de 10 en el nomero

IP(x)  : defermina parte entera de un ndmero real

FP(x)  : determina la parte fraccionaria de un nimero real

Como ejercicio, verificar que ABS(-3) = |-3| = 3, SIGN(-5) = -1, MANT(2540)
= 2.540, XPON(2540) = 3, IP(2.35) = 2, FP(2.35) = 0.35.

Funciones de redondeo, truncado, piso, y techo
RND(x,y) : redondea y a x decimales

TRNC(x,y) : trunca y a x decimales
FLOOR(x) : entero més cercano que es menor igual que x

Como ejercicio, verificar eso que RND(1.4567,2) = 1.46, TRNC(1.4567,2) =
1.45, FLOOR(2.3) = 2, CEIL(2,3) = 3CElL(x) : entero mds cercano que es mayor

o igual que x

Funciones para transformar radianes a grados y viceversa
D->R (x): convierte grados a radianes
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R->D (x): convierte radianes a grados
Como ejercicio, verificar que D$R(45) = 0.78539 (es decir, 45° = O.78539r°d),
R—D(1.5) = 85.943669.. (es decir, 1.5™9 = 85.943669..9).

Funciones especiales
la opcién 11. Special functions... en el ment MTH incluye las funciones

siguientes:
ZFECIAL FUMCTIONE HEND I
1 GAHHA |
3.Fil
EN
4. HATH..
GAMMA: La funcién gamma (o)
PSI: derivada N de la funcién digamma
Psi: Funcién digamma, derivada de In(Gamma)

La funcién gamma se define como T'(x) = J:O x? e dx . Esta funcién tiene

usos en las matemdticas aplicadas para la ciencia y la ingenieria, asi como en
probabilidad y estadistica.

Pégina 3-16



Factorial de un nimero

El factorial de un nimero positivo entero n se define como n!=n-(n-1)p(n-2)
...3b2b1, con 0! = 1. La funcién factorial esté disponible en la calculadora
usando @A) (>J(2). En modos ALG y RPN, incorporar el nimero, primero,
seguido por la secuencia @) (>J(2). Ejemplo: (3@ (P (2)EvE) .

La funcién gamma, definida arriba, tiene la siguiente caracteristica

Ie) = (a-1) I'la—1), cono. > 1.
Por lo tanto, puede ser relacionado con el factorial de un ndmero, es decir,
I) = (a-1), en la cual o es un nimero entero positivo. Podemos también
utilizar la funcién factorial para calcular la funcién gamma, y viceversa. Por
ejemplo, I75) = 4! o, (4)m)(>I)(2)@Em. La funcidn factorial estd
disponible en el ment MTH, el ment 7. PROBABILITY..

La funcién PSI, W(n,x), representa la n derivada de la funcién digamma, es

n

decir,, W(n,x)=——w(x), en la cual y(x) se conoce como la funcién
X

digamma, o funcién Psi. Para esta funcién, n debe ser un nimero entero
positivo.

In[I"(x)]
Los ejemplos de estas funciones especiales se demuestran aqui usando los
modo ALG y RPN. Como ejercicio, verifique que GAMMA(2.3) = 1.166711...,

PSI(1.5,3) = 1.40909.,y Psi(1.5) = 3.64899739..E2.
Estos célculos se demuestran en la pantalla siguiente:

La funcién Psi, y(x), o funcién digamma, se define como y(x) =

s GAMMALZ. 3]
1.186711985
sF3I01.3,3)

1.4896821832
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Constantes de la calculadora
Los siguientes son las constantes mateméticas usadas por su calculadora:

* e la base de logaritmos naturales.
e 0 la unidad imaginaria, i1 2 = -1.
s W el cociente de la |ong|tuo| del circulo a su digmetro.

*  MINR: el nimero real minimo disponible en la calculadora.

*  MAXR: el nimero real méximo disponible en la calculadora.
Para tener acceso a estas constantes, seleccione la opcién 11. CONSTANTS..
en el mend MTH,

Al THATH REND
MO WYPEREOLIC.
.KEAL..
.ERZE..
FROEREILITY..
.FFT..
.EUHPLEH
1=

CONETANTE: MENU

.2.712321 23248 gt

5.n
-1 E. 2. 14155355259
BT U 2 . HINK

-1 2.1 E-Y433
.2, 14155365250
HINE

3. HAKR
. 10,5, BRAARRARRNAEYSD
.1, E-H433 11.HATH..

Seleccionar cualesquiera de estas entradas pondré el valor seleccionado, ya
sea un simbolo (por ejemplo, e, i, 7, MINR, o MAXR) o un valor (2.71.., (O, 1),
3.14.., 1E-499, 9.99..E499) en la pantalla.

Notar por favor que la e estd disponible en el teclado como exp(1), es decir,
(D¢~ (1)@m), en modo ALG, o (<)e*_, en modo RPN. Asi
mismo, T esté disponible directamente del teclado como (2)T__ . Finalmente,
i estd disponible usando ().
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Operaciones con unidades

Llos nomeros reales en la calculadora pueden escribirse con unidades de
medida. Por lo tanto, es posible calcular resultados que involucren un sistema
de unidades consistentes y producir un resultado con la combinacién de
unidades apropiadas.

El mend de UNIDADES

El mend de unidades (UNITS menu) se obtiene a través de la combinacién de
teclas (P) _wrs (asociada con la tecla (6)). Con la sefial de sistema nimero
117 indicando listas de mend (CHOOSE boxes), el resultado es el siguiente
menu:

HD
HoH unITi HENL
5.TiHg..

b Epeed..
7oHass.,
2.Forad..

3. Eneray..

i0.Fouer..

11 Frezsurs..
pargturs..

(Fressure..
.TeHperature..
CElgctric Current.,
CAnALe..
.Light..
. Fadiation..

r1t

La opcién 1. Tools.. (herramientas) contiene las funciones usadas para operar
en unidades (se presentan mas adelante). las opciones 3. Llength..
a7 Viscosity.. contiene menis con varias unidades para cada una de las
cantidades descritas. Por ejemplo, al seleccionarse la opcién 8. Force.. se
muestra el siguiente mend de unidades:

R T T Y i e e -~

RO T Yy
HoH [FORCE HEML Ho [FRRCE_REND '
i.n
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El usuario reconocerd la mayoria de estas unidades de sus estudios de fisica o
quimica (algunas, por ejemplo, la dina (dyne), ya no se utilizan muy
cominmente): N = newton, dyn = dynes (dinas), gf = gramos - fuerza (distinto
de gramos-masa, 6 simplemente gramos, una unidad de masa), kip = kilo-
poundal (1000 libras), Ibf = libra-fuerza (distinto de libra-masa), pdl =

poundal.

El uso de teclas de ment (SOFT menus) provee una forma mas conveniente de
agregar unidades cuando se utilizan nomeros con unidades.  Cambiese la
sefial de sistema nomero 117 a la opcién SOFT menus (véase el Capitulo 1), y
utilicese la combinacién de teclas CP) w1 para obtener los siguientes menos.
Presidnese la tecla para activar la siguiente pagina del meng.

para esa seleccién particular.  Por ejemplo, para el meng (rapidez,

velocidad), se encuentran disponibles las siguientes unidades:

1:
knot

se reactiva el ment de UNIDADES.

Al presionarse la tecla

Las opciones de un ment pueden listarse en la pantalla al usar las teclas

(), por ejemplo, para las unidades

siguientes opciones:

(energia) se listan las

Fierm
=g =3
cal
al
it
tx1bf HITS
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Nota: Utilicense las teclas 6 ()M para navegar a través de
los diferentes menus.

Unidades disponibles

lo que sigue es una lista de las unidades disponibles en el mend de las
UNIDADES. El simbolo de la unidad se demuestra primero seguido por el
nombre de la unidad en paréntesis:

LONGITUD

m (metro), cm (centimetro), mm (milimetro), yd (yarda), ft (pies), in (pulgada),
Mpc (Mega parsec), pc (parsec), lyr (afio luz), au (unidad astronémica), km
(kilémetro), mi (milla internacional), nmi (milla nautica), miUS (milla estatutaria
EE.UU.), chain (cadena), rd (rod), fath (fathom), ftUS (pie de topografia), Mil
(Mil), u (micron), A (Angstrom), fermi (fermi)

AREA

m”2 (metro cuadrado), cm”2 (centimetro cuadrado), b (barn), yd*2 (yarda
cuadrada), "2 (pies cuadrados), in*2 (pulgada cuadrada), km”2 (kilémetro
cuadrado), ha (hectérea), a (are), mi*2 (milla cuadrada), miUS*2 (milla
cuadrada estatutoria), acre (acre)

VOLUMEN

m” 3 (metro cibico), st (stere), cm”3 (centimetro cubico), yd" 3 (yarda cibica),
ft*3 (pies cubicos), in*3 (pulgada cibica), | (litro), galUK (galén UK), galC
(Galén canadiense), gal (Galén de los E.E.U.U.), gt (cuarta), pt (pinta), ml
(mililitro), cu (Taza de los E.E.U.U.), ozfl (Onza liquida de los E.E.U.U.), ozUK
(Onza fluida BRITANICA), tbsp (cuchara de sopa), tsp (cucharilla), bbl (barril),
bu (bushel), pk (peck), fom (pie de tablero)

TIEMPO
yr (afo), d (dia), h (hora), min (minuto), s (segundo), Hz (hertz)
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VELOCIDAD

m/s (metro por segundo), cm/s (centimetro por segundo), ft/s (pies por
segundo), kph (kilémetro por hora), mph (milla por hora), knot (millas nauticas
por hora), c (velocidad de la luz), ga (aceleracién de la gravedad)

MASA

kg (kilogramo), g (gramo), Lb (libra del sistema de pesos americano), oz
(onza), slug (slug), lbt (libra de Troy), ton (tonelada corta), tonUK (tonelada
larga), t (tonelada métrica), ozt (onza de Troy), ct (carate), grain (grano), u
(masa atémica unificada), mol (mol)

FUERZA
N (newton), dyn (dina), gf (gramo- fuerza), kip (kilopound-fuerza), Ibf (libra-
fuerza), pdl (poundal)

ENERGIA

J (julio), erg (ergio), Kcal (kilocaloria), Cal (caloria), Btu (unidad térmica
briténica internacional), ft¥lbf (pie-libra), therm (EEC therm), MeV (mega
electrén-voltio), eV (electréon-voltio)

POTENCIA
W (vatio), hp (caballo de fuerza)

PRESION

Pa (pascal), atm (atmésfera), bar (bar), psi (libras por pulgada cuadrada), torr
(torr), mmHg (milimetros de mercurio), inHg (pulgadas de mercurio), inH20
(pulgadas de agua)

TEMPERATURA
° C (grado Celsius), ° F (grado Fahrenheit), K (Kelvin), ® R (grado Rankine),

CORRIENTE ELECTRICA (medidas eléctricas)
V (voltio), A (amperio), C (coulombio), Q (ohmio), F (faradio), W (vatio), Fdy
(faraday), H (henry), mho (mho), S (siemens), T (tesla), Wb (weber )
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ANGULO [(medidas angulares planas y sélidas)

° (grado sexagesimal), r (radién), grad (grado centesimal), arcmin (minuto del
arco), arcs (segundo de arco), sr (esterradién)

LUZ (medidas de la iluminacién)
fc (pie-bujia), flam (footlambert), Ix (lux), ph (phot), sb (stilb), Im (lumem), cd
(candela), lam (lambert)

RADIACION
Gy (gray), rad (rad), rem (rem), Sv (sievert), Bq (becquerel), Ci (curie), R
(roentgen)

VISCOSIDAD
P (poise), St (stokes)

Unidades no enumeradas
Las unidades no enumeradas en el ment de unidades, que sin embargo estan

disponibles en la calculadora, incluyen: gmol (gramo-mole), Ibmol (libra-
mole), rpm (revoluciones por minuto), dB (decibelios).  Estas unidades son
accesibles a través de ment 117.02, accionado usando MENU(117.02) en
modo ALG, o 117.02 MENU en modo RPN. El ment se mostrard en la
pantalla como sigue (use (PJ<IY para demostrar etiquetas en la pantalla):

Estas unidades son también accesibles a través del catdlogo, por ejemplo:
gmol: (B)_ar @)@
lbmol: () _car md) (D@
rem:  (PJ_ar () (S)®
dB: (P _ar ()@
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El convertir a las unidades basicas
Para convertir cualesquiera de estas unidades a las unidades bdésicas en el

sistema internacional (Sl), utilice la funcién UBASE. Por ejemplo, para calcular
el valor de 1 poise (unidad de viscosidad) en las unidades SI, utilice lo

siguiente:
En modo ALG, bandera de sistema 117 fijada a CHOOSE boxes:
(=) wrs Seleccionar el meng UNITS

Seleccionar el meni TOOLS

S Seleccionar la funcién UBASE
() __ = Introducir 1y subrayarlo

() s Seleccionar el ment UNITS
Seleccionar la opcién VISCOSITY
Seleccionar el ment UNITS

TR Convertir las unidades

Esto resulta se muestra en la pantalla siguiente (es decir, 1 poise = 0.1 kg/
(mbs)):

*BASE(L1_F)

' l‘nﬁ-i
| k[ Hans[caspIl |
En modo RPN, bandera del sistema 117 fija a CHOOSE boxes:
Introducir 1 (sin subrayado)
() s Seleccionar el meng UNITS

Seleccionar la opcién VISCOSITY
Seleccionar la unidad P (poise)
() s Seleccionar el meng UNITS
Seleccionar el meng TOOLS
Seleccionar la funcién UBASE

N\

En modo ALG, bandera del sistema 117 fijado a SOFT menus:
() uvrs Seleccionar el ment UNITS
Seleccionar el meng TOOLS
Seleccionar la funcién UBASE
(P)__ = Introducir 1y subrayarlo
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(P ) uvrs Seleccionar el ment UNITS

) pev Seleccionar la opcién VISCOSITY
Seleccionar la unidad P (poise)
ENTER Convertir las unidades

En modo RPN, bandera del sistema 117 fijada a SOFT menus:

Introducir 1 (sin subrayado)
() uwrs Seleccionar el mend UNITS
Cme Seleccionar la opcién VISCOSITY

Seleccionar la unidad P (poise)
() s Seleccionar el meng UNITS
Seleccionar el meng TOOLS
Seleccionar la funcién UBASE

Agregando unidades a los nomeros reales
Para adjuntar unidades a un nomero, el nimero debe seguirse de una linea

subrayada ((P)__=, tecla (8,5)). Por lo tanto, una fuerza de 5 N se escribe
como 5_N.
La siguiente secuencia de teclas permite escribir este nimero con unidades en
modo ALG (la sefal de sistema nimero 117 tiliza la opcién CHOOSE boxes):
(5J)CP)__ =  Incorporar el ntmero y la raya
() wrs Acceder al ment de las UNIDADES
Seleccionar unidades de fuerza (8. Force..)
Seleccionar Newtons (N)
ENTER Pasar cantidad con unidades al stack

La pantalla lucird como se muestra a continuacioén:
t51_H -
;“mm-g_

Nota: Si se olvida uno de escribir la linea subrayada, el resultado es
la expresién algebraica 5*N, en la cual N representa una variable y no
las unidades de fuerza, Newtons.
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Para escribir esta misma cantidad, con la calculadora en Modo RPN, utilicense
las teclas siguientes:
Escribir el nomero (sin subrayado)

uNITS Acceder al mend UNITS
Seleccionar unidades de fuerza (8. Force..)

Seleccionar Newtons (N)

Noétese que la linea subrayada se escribe autométicamente al usarse el modo
RPN . El resultado es la pantalla siguiente:

1 a_

Segun lo indicado anteriormente, si bandera del sistema 117 se fija a SOFT
menus, el mend UNITS se mostraré como etiquetas de las teclas del ment. Esta
opcién es muy conveniente para operaciones extensas con unidades.

La secuencia de teclas para escribir unidades cuando la opcién SOFT menu ha
sido seleccionada, en ambos modos, ALG y RPN, se ilustran a continuacién.
Por ejemplo, en Modo ALG, para escribir la cantidad 5_N use:

(5)(P)__=  Escribir el ntmero y subrayado

() uwrs Acceder al meng UNITS
Seleccionar unidades de fuerza

Seleccionar Newtons (N)

ENTER Pasar la cantidad con unidades al “stack”
La misma cantidad escrita en Modo RPN utiliza las siguientes teclas:

Escribir el nimero (sin subrayado)

UNITS Acceder el ment UNITS

NXT Seleccionar unidades de fuerza

Seleccionar Newtons (N)
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Nota: Uno puede escribir una cantidad con unidades utilizando el

teclado olfonumerlcom por ejemplo, (5)(?)__ = @)@ produce

la cantidad:

Prefijos de unidades
Uno puede escribir prefijos para las unidades de acuerdo con la siguiente

tabla de prefijos del Sistema Internacional (S.1.). La abreviatura del prefijo se
muestra primero, seguida del nombre, y del exponente x en el factor 10*
correspondiente a cada prefijo:

Prefijio Nombre x Prefijio  Nombre x
Y yotta +24 d deci 1
VA zetta +21 c centi 2
E exa +18 m milli 3
P peta +15 m micro 6
T tera +12 n nano -9
G giga +9 p pico -12
M mega +6 f femto -15
k,K kilo +3 a atto -18
hH hecto +2 z zepto 21
D(*) deka +1 y yocto 24

(*) en el sistema SI, este prefijo se escribe da en vez de D. En la calculadora,
sin embargo, utilicese D en vez de deca.

Para escribir estos prefijos, simplemente utilicese el teclado alfanumérico () .
Por ejemplo, para escribir 123 pm (picémetro), use:

W) (D) @Em ()@

La funcién UBASE, que se usa para convertir a la unidad base (1 m), produce
lo siguiente:
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i123d _pm

123 _p
:UBRSEIRMSI1N

« AREEEEEEE] 23
FE UVAL [UFRCTIHINTTIURITS

Operaciones con unidades
Una vez que una cantidad acompafada con las unidades se pasa al “stack”,

la misma puede ser utilizada en las operaciones matemdticas, excepto que
esas cantidades con unidades no puedan utilizarse como argumentos de
funciones (digamos, SQ o SIN). Asi, procurando calcular LN(10_m) produciré
un mensaje de error: Error: Bad Argument Type.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de cdlculos con unidades en el
modo ALG. Téngase en cuenta que, cuando se multiplican o dividen
cantidades con unidades, uno debe encerrar esas cantidades entre paréntesis.
Por lo tanto, para escribir, por ejemplo, el producto 12m x 1.5 yd, Usese

(12_m)*(1.5_yd) @®):

que resulta en 65_(m-yd). Para convertir este resultado a unidades del sistema
SI, utilicese la funcién UBASE:

sl 5 mS.2ad

s IBASEIRNSI1D
59, 436_m

&3 _(mgd

Nota: Recuérdese que la variable ANS(1) se encuentra disponible a
través de la secuencia de teclas (5) 4% _ (asociada con la tecla @v=)).

Para calcular una divisién, por ejemplo, 3250 mi / 50 h, escribase como

(3250_mi)/(50_h)
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L 2ol _mi
ToSEl_h

mi
E5_ =
| uc [ d [ h |nin | s | Hz |
la cual, transformada a unidades Sl con la funcién UBASE, produce:

bD_F

: IBRSEIAMSI1N
29, EISFE_E
UFACT|HINITIUNITS

la adicién y la substraccion pueden ejecutarse, en modo ALG, sin usar
paréntesis, por ejemplo, 5 m + 3200 mm, se escribe simplemente como: 5_m +
3200_mm (=) .

Y 65_ I'|I-IJ.
: UEASEIAMSI1N
29, 95?5_2

: 5-1_m+32ElEl-1_mrE5

ZEE. _m

Expresiones mds complicadas requieren el uso de paréntesis, por ejemplo,
(12_mm)*(1_cm"2)/(2_s) @):

. 12-1_mm-1-1_i:m2
- 21l_=

Cdlculos en la pantalla (stack) en modo RPN, no requieren que se encierren los
términos entre paréntesis, por ejemplo,

12.m@® 1.5 yd

3250_mi 50_h =)

Estas operaciones producen los siguientes resultados:

También, ejecute las operaciones siguientes:
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5_m 3200_mm
12_mm 1_cm”2 2_s @™ (=)

Estas dos operaciones pasadas producen los resultados siguientes:

Nota: Laos unidades no se permiten en las expresiones escritas en el
escritor de ecuaciones.

Herramientas para la manipulacién de unidades
El menu de unidades (UNITS menu) contiene un sub-mend de herramientas

(TOOLS), el cual provee las siguiente funciones:
CONVERT(x,y):convierte unidades x a unidades y
UBASE(x):convierte unidades x a unidades SI
UVAL(x):extrae el valor de la cantidad, x, con unidades
UFACT(x,y):factoriza las unidades y de la cantidad x
>UNIT(x,y):combines valor de x con unidades de y

La funcién UBASE fue presentada detalladamente en una seccién anterior en
este capitulo. Para tener acceso cualesquiera de estas funciones siga los
ejemplos proporcionados anteriormente para UBASE. Noétese que, mientras
que la funcién UVAL requiere solamente un argumento, las funciones
CONVERT, UFACT, y > UNIT requieren dos argumentos.

Intentar los ejercicios siguientes, en sus ajustes preferidos de la calculadora. La
salida demostrada posteriormente fue desarrollada en modo ALG con la
bandera del sistema 117 fijada a SOFT menu:

Ejemplos de CONVERT
Estos ejemplos producen el mismo resultado, es decir, convertir 33 vatios a

BTU's
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CONVERT(33_W,1_hp)
CONVERT(33_W,11_hp)
Estas operaciones se demuestran en la pantalla como:

COMVERTEZZ:1
q, 42523723
COMVERTOZS:1:
4. 4252728

Ejemplos de UVAL:
UVAL(25_ft/s) @@ @

UVAL(0.021_cm"3) G

sUvAL[ 251 £E]

: LI'-.-'F|L[ LH21 _i:m3]

.
I KT TR N

Ejemplos de UFACT
UFACT(1 _ha, 18_km*2) @@ W

UFACT(T_mm,15.1_cm)

UFACTI11 _ha, 181 _kms)

LB _km
: LIFFII:T[1-1_mm,15-1_i:rri]
« 1_C

Ejemplos de >UNIT
SUNIT(25,1_m) @

SUNIT(11.3,1_mph) W

fUMITI2S, 11 _ml
f+UMITIIL. =2, 1211 m h]
UEAZE] UVAL [UFACTIHIRIT]

i
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Constantes fisicas en la calculadora

Continuando con referencias a unidades, discutimos a continuacién el uso de
las constantes fisicas que estan disponibles en la memoria de la calculadora.
Estas constantes se localizan en una biblioteca de constantes (constants library)
que se activa con la funcién CONLIB. Para activar esta funcién escribase en la
pantalla el nombre de la funcién:

(aeprd) (apid) @ (@O (V) (D (1) '

o, seleccidnese la funcién CONLIB en el catalogo de funciones siguiendo este
procedimiento:  Primero, d&brase el catdlogo de funciones utilizando:
(P)_aar (W@ . A continuacién, utilicense las teclas direccionales verticales
(@A para seleccionar CONLIB. Finalmente, presiénese la tecla de ment

Presidnese (@), de ser necesario.  utilicense las teclas
direccionales verticales ((ay<3?) para navegar a través de la lista de
constantes en la calculadora.

la pantalla de la biblioteca de las constantes luciré como se muestra a
continuacién (utilizar las teclas direccionales verticales para navegar a través
de la biblioteca):
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E= accel of gravity 1 Qi gome Fatio 1
P ogravitation mp: proton mass

h: Planck's mpme; mpsme Fatio
hbar: Dirac's i fine strocture

q: electronic charoe @i mag Flux quantum

[UEH electron MESS
3.

ONETANTS LIERARY

CONETARTS LIERAR

StdT: std temperatured]
=] StdP: std pressure

fomolar wolume g: Stefan— Dltzmann
universal gas =i speed of ?
dT: =std temperature E=H perm1tt1u1 y
dP: =std pressure m=H permeab111tg

Stef an—Boltzmann o

speed of light :

ONETANTS LIERARY

CONETANTS LIERAR

H Faradau
L L

og i galmyl

[T
Rudbera ! Compton wawselen
Bohr radius 1 radian

EBohr magneton 2 radians
nuclear maaneton & 1n trig mode
photon wavelenath 235 Wien!'

-hntnn Frequencg [4=H

FiRF
& 1n trig mode
c3i MWien's

s

las teclas de ment correspondientes a la biblioteca de constantes
(CONSTANTS LIBRARY) incluyen las siguientes funciones:

S
ENGL

UNIT
VALUE
>STK
QuUIT

cuando se selecciona esta opcién, se usan unidades SI (*)
cuando se selecciona esta opcién, se usan unidades inglesas
(*)

cuando se selecciona esta opcién, se muestran unidades
cuando se selecciona esta opcién, no se muestran unidades
copia el valor (con & sin unidades ) a la pantalla

abandona la biblioteca de unidades

(*) Activada solamente si la opcién VALUE (valor) ha sido seleccionada.
Lla pantalla de la biblioteca de constantes (CONSTANTS LIBRARY) aparece

como se muestra a continuacién si se ha seleccionado la opcién VALUE
(unidades en el sistema SI):
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CONETANTS LIBRHR\'
. TEZ2: .

Ifgﬁnl
f&gmnl*ﬁ)

Para ver los valores de las constantes en el sistema inglés (o sistema imperial),
presiénese la opcidn

Si se remueve la opcién UNITS opcién (presidnese ) se muestran

solamente los valores de las constantes (en este caso, en unidades inglesas):

constante y presiénese Mw después, presidnes
el modo ALG, la pantalla mostraréd el siguiente resultado:

La ponfclla muestra lo que se denomina un valor rotulado (tagged value),
4. En este resultado, Vm, es el rétulo (tag) del resultado.
Cuolqmer operacién aritmética que utilice este nomero simplemente ignora el

rétulo en el resultado. Por ejemplo: (P) W (2)(x)(&) s @) produce:

Pagina 3-34



sCOMLIE
MmE 359, 039
fLHIZ2:AMSI1]D

. 37E5793123

Esta misma operacién en Modo RPN requiere las siguientes teclas (después de

extraer el valor de Vm de la biblioteca de constantes): _IN

Funciones fisicas especiales
El meny 117, accionado usando MENU(117) en modo de ALG, 6 117
MENU en modo RPN, produce el menu siguiente (etiquetas enumeradas en la

pantalla usando (P ):

Las funciones incluyen:

ZFACTOR: funcién del factor de la compresibilidad Z del gas
FANNING: factor de friccién FANNING para el flujo fluido
DARCY: Factor de friccién Darcy-Weisbach para el flujo fluido
FOL: Funcién de emisién de potencia para un cuerpo negro
SIDENS: Densidad intrinseca del silicio

TDELTA: Funcién delta de la temperatura

En la segunda pagina de este menu (presione (W7)) encontramos las opciones
siguientes:

En esta pagina del ment, hay una funcién (TINC) y un nomero de unidades
descritas en una seccién anterior. La funcién de interés es:
TINC: funcién del incremento de la temperatura
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De todas las funciones disponibles en este MENU (mend UTILITY), a saber,
ZFACTOR, FANNING, DARCY, FOA, SIDENS, TDELTA, y TINC, las funciones
FANNING y DARCY se describen en el capitulo 6 en el contexto de solucionar
las ecuaciones para el flujo de tuberias. Las funciones restantes se describen a
continuacion.

Funcién ZFACTOR

La funcién ZFACTOR calcula el factor de la correccién de la compresibilidad
del gas para el comportamiento no-ideal de hidrocarburos gaseosos. La
funcién se invoca usando ZFACTOR(xy, yp), en la cual x7 es la temperatura

reducida, es decir, el cociente de la temperatura real a la temperatura pseudo-
critica, y yp es la presién reducida, es decir, el cociente de la presién real a la

presién pseudo-critica.  El valor de x1 debe estar entre 1.05 y 3.0, mientras

que el valor de yp debe estar entre 0 y 30. Ejemplo, en modo ALG:

: ZFACTORIZ. 5,12, 51
1, 25956762395

ZFACT|FANNIIDARCY] Fln |3

Funcién FO)L
La funcién FOA (T, A) caleula la fraccién (adimensional) de la potencia emisiva

de un cuerpo negro total a la temperatura T entre las longitudes de onda O y
L. Si no se usan unidades con Ty A, se implica que T es en Ky A en m.
Ejemplo, en modo ALG:

PFEN(452. . BOEE1)
. OEFI43T2E39
FANNII0ARCY] Fili [SIDEN]

Funcién SIDENS

La funcién SIDENS(T) calcula la densidad intrinseca del silicio (en unidades de

1/cm3) en funcién de temperatura T (T en K), para T entre O y 1685 K. Por
ejemplo,

SIDEMS45E. )
. @799551 8238613

ZFACT|FANNIIDARCY] Fln |5
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Funcién TDELTA
Lla funcién TDELTA(T(,Ty) rinde el incremento de la temperatura T — Tp. El

resullado se produce con las mismas unidades que Tg, si existen. Si no,

produce simplemente la diferencia en nomeros. Por ejemplo,

sTDELTR(Z2S_"F,52_"C]
-1068,6_"°

ZFACTIFANNI|DARCY| Fln |5

El propésito de esta funcién es facilitar el célculo de las diferencias de la
temperatura dadas temperaturas en diversas unidades. Si no, se calcula
simplemente una substraccién, por ejemplo,

Funcién TINC

La funcién TINC(Tg,AT) calcula Tg+DT. La operacién de esta funcién es similar

a la de la funcién TDELTA en el sentido que produce un resultado en las
unidades de Ty. Si no, produce una adicién simple de valores, ejemplo del por,

sTIMCI125_°F,=23_FK]
fTIMC(236. ,25.]

Definiendo y usando funciones

Los usuarios pueden definir sus propias funciones a través de la particula

DEFINE disponible a través de las teclas C9) 2 (asociada con la tecla (2)).

La funcién deberd escribirse en el siguiente formato:
Nombre_de_la_funcién(argumentos) = expresién_contaniendo_argumentos

Por ejemplo, definamos una funcién relativamente simple, H(x) = In(x+1) +
exp(x).
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Supéngase que uno tiene que evaluar esta funcién para un nimero de valores
discretos y que, por lo tanto, se requiere simplemente presionar una tecla para
esa evaluacion. En el siguiente ejemplo, asumimos que la calculadora opera
en modo ALG. Escribase la siguiente secuencia de teclas:
e (Darm@E () @)@ =
(P W) ()@ (I EHIE) e W (9)® @)

La pantalla lucird como se muestra a continuacioén:

:DEFI HE[ HisI=L N+ 104 ]
HOVA
[RIFH HIEL | DEL+[DEL L]

Presidnese la tecla (%), nétese la existencia de una nueva variable en las teces

de men¢ Para examinar el contenido de esta variable presiénese

. Lo pantalla mostrara lo siguiente:

: DEFIHE[ Hizd=L M+ 11+e ]
HOYH
+ o LMC+l D HERP !

La variable H, por lo tanto, incluye el siguiente programa:
<< 2 x IN(x+1) + EXP(x)" >>

Esto es un programa simple en el lenguaje de programacion del defecto de la
calculadora. Este lenguaje de programacién se denomina UserRPL (Véanse los
Capitulos 20 y 21 en la Guia del Usuario de la calculadora).  El programa
mostrado anteriormente es relativamente simple y consiste de dos partes,
contenidas entre los simbolos <+ 3 :

* Entrada: > x

*  Procesamiento: IN(x+1) + EXP(x) /

Estas dos partes se interpretan de esta manera: escribase un valor que se
asigna temporalmente al simbolo x (denominado una variable local), evaltese
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la expresién entre apéstrofes que contiene a la variable local, y muéstrese la
expresion evaluada.

Para activar esta funcién en modo ALG, escribase el nombre de la funcién
seguida por los argumentos entre paréntesis, por ejemplo,
()0 (2)@m®. He aqui algunos ejemplos:

$HIZ) : H[%]

M

et LHiZ+e - =
T 4. 1925742831 L”[§+1]+E‘
PPk ECHN ] 23 ] F ]

Para activar la funcién en modo RPN, escribase primero el argumento, seguido

de la tecla de ment con el nombre de la funcién, | Por ejemplo, ejecitese
esta operacién: i . Los ofros ejemplos mostrados anteriormente pueden

escribirse en modo RPN utilizando: (7T )(2) (2D (3=

Las funciones pueden tener més de 2 argumentos. Por ejemplo, la pantalla
abajo demuestra la definicion de la funcién K(e, ) = a+f3, y su evaluacién con
argumentos K(+2,7), y K(1.2,2.3):

: DEF IMEC'E e, Bl=a+E']
= = H|:|

WA
AR

IZ+
tkil.2,2.21 3

El contenido de la variable K es: << = a.B ‘o+p’ >>.

Funciones definidas por més de una expresién
En esta seccién discutimos el tratamiento de las funciones que son definidas por
dos o mas expresiones. Un ejemplo de tales funciones seria
2-x-1, x<20
x* -1, x>0

f(X)={

la calculadora provee la funcién IFTE (IF-Then-Else) para describir tales
funciones.
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La funcién IFTE
Se escribe la funcién de IFTE como

IFTE(condicién, operacién_si_verdadera, operation_si_falsa)

Si la condicién es verdadera entonces operacién_si_verdadera se realiza, sino
se realiza la opcién operacién_si_falsa . Por ejemplo, podemos escribir ‘f(x) =
IFTE(x>0, x*2-1, 2*x-1)', para describir la funcién mostrada anteriormente. La
funcién IFTE es accesible a través del catdlogo de la funcién () _ar ). El
simbolo ‘>’ (mayor que) estd disponible asociado a la tecla (%). Para definir
esta funcién en modo ALG tilice la instruccion:

DEF(f(x) = IFTE(x>0, x"2-1, 2*x-1))
y presione @) . En modo de RPN, escriba la definicién de la funcién entre los
apéstrofes:

‘f(x) = IFTE(x>0, x*2-1, 2*x-1)

y presione (1) .

Presione para recuperar el meno de variables. La funcién estard
disponible en su ment de teclas. Presione CP)E## para ver el programa que

resulta: << > x ‘IFTE(x>0, x*2-1, 2*x-1)" >>

Para evaluar la funcién en modo de ALG, escriba el nombre de la funcién, f,
seguido por el nimero en el cual usted desea evaluar la funcién, por ejemplo,
f(2), y presione @m®). En modo de RPN, escriba un nimero y presione
Verifique, por ejemplo, que f(2) = 3, mientras que f(-2) = -5.
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Funciones IFTE combinadas
Para programar una funcién més complicada, por ejemplo,

-x, x<-=2
) x+1, -2<x<0
xX)=
g x—1, 0<x<2

x*, x>2

usted puede combinar varios niveles de la funcién IFTE, es decir,

‘g(x) = IFTE(x<-2, %, IFTE(x<O, x+1, IFTE(x<2, x-1, x*2))),
Defina esta funcién por cualesquiera de los medios presentados arriba, y
compruebe que g(-3) = 3, g(-1) =0, g(1) =0, g(3) = 9.
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Capitulo 4
Calculos con nimeros complejos

Este Capitulo muestras ejemplos de célculos y aplicacién de funciones a
nimeros complejos.

Definiciones

Un nimero complejo z se define como z = x + iy, (representacién Cartesiana)
en la cual x y y son nimeros redles, y la i es la unidad imaginaria definida por
i2=-1. El nomero z posee una parte real, x = Re(z), y una parte imaginaria,
y = Im(z). Podemos imaginar a un nimero complejo como el punto P(x,y) en el
plano, con el eje x designado el eje real, y el eje y designado el eje
imaginario. Asi, un nimero complejo representado en la forma x+iy se dice
estar en su representacién cartesiana.  Una representacién cartesiana
alternativa es el par ordenado z = (x,y). Un nimero complejo también puede

[

escribirse en su representacién polar, z = re '’ = r.cosé+ i rsiné, en la cual r =

|z] = \[x>+y® es la magnitud del nimero complejo z, y 6 = Arg(z) =

arctan(y/x) es el argumento del nimero complejo z.  La relacién entre la
representacion cartesiana y polar de los nimeros complejos es dada por la

6

férmula de Euler: e 'Y= cos @+ i sin 6. El conjugado complejo de un ntmero
|vg Ple|

complejo z=x+iy=re'® es z=x—iy =re?. El conjugado complejo de z

se puede interpretar como la reflexién de z con respecto al eje real. De
manera similar, el negativo de z, —z = x-iy = - re %, puede visualizarse como la
reflexion de z con respecto al origen (0,0).

Fijando la calculadora al modo COMPLEJO

Para operaciones con numeros complejos selecciénese el modo complejo
(COMPLEX) del CAS: i
El modo COMPLEX estard activo en la forma interactiva denominada CAS
MODES si se muestra una marca de verificacién en la opcién _Complex:
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CAE WODE=
Indep war:H
Hodule: 12
_MuHgric _Approx [AConp Lex
¢ierbore _ Ftep-itep _Incr Fod
¢ Rigoreus _ Finp Nen-Fatienal

ALLeH COoHpLEX nUHbBEEST

Escritura de nomeros complejos
Los nimeros complejos en la calculadora pueden escribirse en una de dos

representaciones Cartesianas: x+iy, o (x,y). Llos resultados complejos en la
calculadora se muestran el formato de par ordenado, es decir, (x,y). Por
ejemplo, con la calculadora in modo ALG, el nimero complejo (3.5,-1.2), se
escribe con las siguientes teclas:

¢ OCEEIEICI)e@mm
Un nimero complejo puede escribirse también en la forma x+iy. Por ejemplo,
en modo ALG, 3.5-1.2i se escribe con las siguientes teclas:

G DWO@IxEI

La pantalla siguiente resulta después de escribir estos nimeros complejos:

HE. 5102
P2.5-1.2d

(2.0,-1.2
[3.0:-1.2

EDIT | YIEH STOk |FURGE|CLEAF

En modo RPN, estos nimeros se escriben utilizando las siguientes teclas:

=) OB @)@

(Nétese que la tecla de cambio de signo se escribe después nomero 1.2, en el
orden contrario al del ejercicio anterior realizado en modo ALG),

La pantalla RPN que resulta serd:
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Notar que la Gltima escritura en la pantalla muestra un nimero complejo en la
forma x+iy. Esto es asi porque el nimero fue escrito entre apéstrofes, lo que
representa una expresion algebraica. Para evaluar esta expresién use la tecla

EVAL ( @D).

[Z.2s-1.2
ardn—la

| VIEH | KCL | 2Tk [FURGE]

Una vez que se evalte la expresion algebraica, usted recupera el nomero
complejo (3.5,1.2).

Representacién polar de un nimero complejo
la representacién polar del numero complejo 3.5-1.2i, que se utilizé

anteriormente, se obtiene al cambiar el sistema de coordenadas de
Cartesianas (o rectangulares) a cilindricas (o polares) usando la funcién CYLIN.
Esta funcién se puede obtener a través del catdlogo de funciones () _ar ).
Presiénese la tecla u antes o después de usar la funcién CYLIN. Cambiando
las coordenadas a polares y las medidas angulares a radianes, produce el
siguiente resultado in el modo RPN:

Para este resultado, estando en notacién estandar, la medida angular se fija a
radianes (usted puede cambiar a radianes usando la funcién RAD). Este
formato incluye una magnitud, 3.7, y un angulo, 0.33029.... El simbolo de
angulo (£) se muestra delante de la medida angular.

Cémbiense las coordenadas de vuelta a Cartesianas o rectangulares utilizando
la funcién RECT (disponible en el catdlogo de funciones, (PJ)_ar ).  Un

nomero complejo en representacion polar se escribe como z = r-e®. Se puede
escribir este nimero complejo utilizando un par ordenado de la forma (r, £6).
El simbolo de angulo (£) puede escribirse utilizando las teclas @ (=) (C6).
Por ejemplo, el nomero complejo z = 5.2e'>!, puede escribirse como se
muestra a continuacién (las figuras muestran la pantalla RPN, es decir, el stack,
antes y después de escribir el nimero):
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(3.59.1.2

1i : (2.5,1.2
(5. 2y 41,50 1f ([, 267033448672, 5, 18
[WIEH [5TACK] RCL |FURGE] [WIEW [STACK] RCL |FURGE]

Dado que el sistema de coordenadas activo es el sistema rectangular (o
Cartesiano), la calculadora automdticamente convierte el nimero a
Coordenadas Cartesianas, es decir, x = r cos 6, y = r sin 6, resultando, para
este caso, en el valor (0.3678..., 5.18...).

Ahora bien, si el sistema de coordenadas activo es el de coordenadas
cilindricas (utilicese la funcién CYLIN para activarlo), al escribirse un
ndmero complejo (x,y), en el cual x y y son nimeros reales, se producira
una representacién polar. Por ejemplo, en coordenadas cilindricas,
escribase el nomero (3.,2.). Las figuras siguientes muestran la pantalla RPN
(stack), antes y después de escribir este nimero:

I: H
=T 1: (3. 68555127346, £. 58
EDIT ] VIEW | RCL [ =Tok [FURGE|CLERF; EDIT [ VIEW =10k [FURGE[CLERF:

Operaciones simples con nomeros complejos
Los nimeros complejos se pueden combinar usando las cuatro operaciones

fundamentales (F)=J(xJ(=)). Llos resultados siguen las reglas de la

élgebra con la advertencia de que i’= 1.

Las operaciones con nimeros
complejos son similares a las operaciones con numeros reales. Por ejemplo,
con la calculadora en modo ALG y el CAS fijado a Complex, procuraremos la

suma siguiente: (3+5i) + (6-3i):

RS S o S N |

9. a2
| VIEH | KCL | 2Tk [FURGE]

Notar que las partes reales (3+6) y las partes imaginarias (5-3) se combinan
junto y el resultado dado como un par ordenado con la parte real 9 y la parte
imaginaria 2. Intente las operaciones siguientes:
(52i) - (3+4i) = (2,-6)
(34)-(2-4i) = (2,-14)
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(5:2i)/(3+4i) = (0.28,-1.04)
1/(3+4i) = (0.12, 0.16)

Nota:
El producto de dos nimeros se representa por: (xq+iy1)(xo+iys) = (x1xg -

y1y2) + i (x1y2 + x2y1).
La divisién de dos nimeros complejos se logra multiplicando numerador y
denominador por el conjugado complejo del denominador, esto es,

Xty Xty X, -y, _ 0% TN,

4. 2N TH)
3 ) 3 2 2 2 2
X, tiy, X+, X,—1, X, ), X, + ¥,

Asi, la funcién inversa INV (activado con la tecla (7x)) se define como

1 1 x—iy X ) y
T . T2 PR 2
X+iy x+iy x—iy x +y X" +y

Cambio de signo de un nimero complejo
Cambiar el signo de un nimero complejo puede lograrse usando la tecla

(), por ejemplo, <(5-3i) = -5 + 3i

LR = B
[—5. 53

EDIT | YIEW | KCL | £Tok |FURGE|CLEAF

Escritura de la unidad imaginaria
Para la unidad imaginaria use: ()i

M..1.

Notar que el nimero i se escribe como el par ordenado (0, 1) si el CAS se fija
al modo Aproximado. En modo EXACTO, se escribe la unidad imaginaria
como i
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Otras operaciones
las operaciones tales como magnitud, discusién, piezas verdaderas e

imaginarias, y conjugacién del complejo estan disponibles a través de los
menus CMPLX detallados mas adelante.

Los mends CMPLX
Hay dos mends CMPLX (CoMPLeX) disponible en la calculadora. Uno esta

disponible a través del ment MTH (presentado en el capitulo 3) y uno
directamente en el teclado (CP) @ ). Los dos mends de CMPLX se presentan
a continuacioén.

Menio CMPLX a través del meno MTH

Si se asume que la bandera 117 del sistema estd fijada a CHOOSE boxes
(ver el capitulo 2), el sub-mend CMPLX dentro del mend MTH es activado
usando: GO ((9)

pasos:

La secuencia siguiente de pantallas ilustra estos

FAD HATH HENU I Al [COHFLER HENL I
A RYFEREOLIE. — O r—
5. REAL..

6. ERZE..

7. FROEREILITY..
2.FFT..

3. CONFLERX..

10, CONETANTS..

LRt - R R R T
=
m
Ly

11.5FECIAL FUNCTIMNZE..

El primer mend (opciones 1 a 6) demuestra las funciones siguientes:

RE(z): Parte real de un nimero complejo
IM(z): Parte imaginaria de un nimero complejo
C>R(z):  Separa un nimero complejo (x,y) en sus partes real e imaginaria

R>C(x,y): Forma el nimero complejo (x,y) dadas las partes real e imaginaria

ABS(z): Calcula la magnitud de un nomero complejo o del valor absoluto
de un numero real.

ARG(z):  Calcula el argumento de un nimero complejo.

Las opciones restantes (opciones 7 a 10) son las siguientes:
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Al [COMFLER HENU i

SIGN(z):  Calcula un nomero complejo de magnitud unitaria como z/|z|.
NEG: Cambia el signo de z
CONJ(z): Produce el conjugado complejo de z

Los ejemplos de usos de estas funciones se demuestran después. Recordar que,
para el modo ALG, la funcién debe preceder la discusién, mientras que en
modo RPN, usted incorpora la discusién primero, y en seguida selecciona la
funcién. También, recordar que usted puede conseguir estas funciones como
teclas de mens cambiando el ajuste de la bandera 117 del sistema (Ver el
Capitulo 3).

Esta primera pantalla muestra las funciones RE, IM, y C>R.  Notar que la
dltima funcién, C>R, produce una lista {3. 5.} representando las partes real e
imaginaria del nimero complejo:

tRE(Z.-2..1]
fIME2.-2..1)
C+R(2. 450010

La pantalla siguiente demuestra las funciones R>C, ABS, y ARG. Notese que
la funcién ABS se traduce a |3.+5.i|, la notacién del valor absoluto.
También, el resultado de la funcién ARG, que representa un angulo, seré dado
en las unidades de la medida del angulo seleccionadas actualmente. En este
ejemplo, ARG(3.+5.:)) = 1.0303... se da en radianes.
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fR+CIT.,2.]
2. +5.0010

En la pantalla siguiente presentamos ejemplos de las funciones SIGN, NEG
(que se muestra como un signo negativo - ), y CONJ.

MeniG CMPLX en el teclado

Un segundo meni de CMPLX es accesible usando la funcién secundaria
asociada con la tecla (7)), esto es, (@) arx . Con el sistema de la bandera
117 del sistema a CHOOSE boxes, el ment del teclado CMPLX muestra las
pantallas siguientes:

i A0 [COMFLER MENU Ii

— 1.ARG
2.REZ
Z.0ond
H.i
5.IM
&.NEG
7 .KE

R —

AD
HiH CONFLEY HENU

El ment que resulta incluye algunas de las funciones presentadas ya en la
seccién anterior, a saber, ARG, ABS, CONJ, IM, NEG, RE, y SIGN. También
incluye la funcién i cudl responde al mismo propésito que la combinacién
(9, es decir, escribir la unidad imaginaria i en una expresién.

El mend de teclado CMPLX es una alternativa al mend CMPLX de MTH que
contiene las funciones bésicas de los nimeros complejos. Ejecute los ejemplos
demostrados anteriormente usando el mend de teclado CMPLX para practicar
SU Uso.
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Funciones aplicadas a los nomeros complejos

Muchas de las funciones de teclado definidas en el capitulo 3 para los
nomeros reales, por ejemplo, SQ, ,LN, &%, LOG, 10%, SIN, COS, TAN, ASIN,
ACOS, ATAN, puede ser aplicadas a los nimeros complejos. El resultado es
otro numero complejo, segin lo ilustrado en los ejemplos siguientes. La
aplicacién de estas funciones sigue el mismo procedimiento presentado
anteriormente para los nimeros reales (véase el capitulo 3).

: : FLOGIS, +3,
PRSI o oy ?65?‘39458521, 2347018
FERE I
_ (2.01.]  [-57. BOII14696, 112. 31

FALOGEZ, —i] FLHIS, —£, 1]

66, BOH151019, <74, 3950 |2, B3540593209, -, S7EAD
casorl —1— T T T |

P SIMI4, =, i) FASTHIT . +8, 1]

7. E1823172032,6. 54810 [. FlReS015401, 2. 657141y
COST=5, 47 1] FACOSIE, +3, 1]

155, 536065519, -525. 70 [. 36164b042712, -2, G357
ETANIE , 2, ) FATAH=1, 42, /1]
1.433051521626-3, 109 [-1.5380725222, . 48235
O O O O N .57 D O O A

Nota: Al usar funciones trigonométricas y sus inversas con nimeros
complejos, los argumentos no son ya angulos. Por lo tanto, la medida
angular seleccionada para la calculadora no tiene ningun efecto en el
célculo de estas funciones con argumentos complejos. Para entender la
manera en que las funciones trigonométricas, y otras funciones, se definen
para los nomeros complejos consulte un libro sobre variables complejas.

Funciones del meno de MTH
Las funciones hiperbélicas y sus lo contrario, asi como las funciones Gamma,

PSI, y Psi (funciones especiales) fueron presentadas y aplicadas a los nimeros
reales en el capitulo 3. Estas funciones se pueden también aplicar a los
numeros complejos siguiendo los procedimientos presentados en el capitulo 3.
Algunos ejemplos se demuestran a continuacién:
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fSIMHI4, -5, 1] PASIMHIY . -3
26, 2A2IETELTE. V. 62034 2. 12644592412,— QB FRE
fCOSHIL. —1) fACOSHER. i)
_TEHSSFBBEESIBI:— Qoeas (1. 81H8H4464592? 1.57@rs

ETAHHI= 1, +1)  FTANHL ]
-1,B3392332734, 27175k [2, 634012891 45E-2, -1, 4

Las pantallas siguientes muestran que las funciones EXPM y LNP1 no se aplican
a los nomeros complejos. Sin embargo, las funciones GAMMA, PSI, y Psi si
aceptan nimeros complejos como argumentos:

] GAMMALE . +5. 1)
fEXPM4. 5. 1] 14965532?961, Sl1de8:z
tEXPMi4, =5.:1) P51, -1,
"Bad Hr‘gument Tupe" -1. 5228?444895, 317ze
fLHPL1(=9. 1] =2F'51E‘[g +9,.

Funcién DROITE: ecuacién de una linea recta
La funcién DROITE tomas como argumentos dos nimeros complejos, digamos,

X1+iy] y xo+iys, y produce la ecuacién de una linea recta, digamos, y = a+bx,
eso contiene los puntos (x7,y1) y (x9,y2). Por ejemplo, la linea entre los puntos

A(5,-3) y B(6,2) puede determinarse como se muestra a continuacién (ejemplo
en modo algebraico):

:DROITE(S—Si 64210
=SS —

La funcién DROITE se encuentra en el catélogo de funciones (@) _ar ).
El usar EVAL(ANS(1)) simplifica el resultado a:
tDEOITES=21 6420100

=S -5H+-3
2 EVALIAMS(LY)

EOLNEIETATE] O
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Capitulo 5
Operaciones algebraicas y aritméticas

Un objeto algebraico es cualquier nimero, nombre de variable, o expresién
algebraica sobre el que se pueden efectuar operaciones, que puede
manipularse, o combinarse de acuerdo a las reglas del dlgebra.  Algunos
ejemplos de objetos algebraicos se presentan a continuacion:

e Unnoimero: 12.3, 15.2 m, ‘w, ‘e,

*  Un nombre de variable: ‘@’, ‘ux, ‘ancho’, efc.

« Una expresion: ‘p*D*2/4"/f*(L/D)*(VA2/(2*q)),

¢ Una ecuacién: ‘p*V = n*R*T, ‘Q=(Cu/n)*A(y)*R(y)*(2/3)*VSo’

Escritura de los objetos algebraicos
Los objetos algebraicos pueden crearse al escribir el objeto entre apéstrofes

directamente en la pantalla, o utilizando el escritor de ecuaciones (EQW). Por
ejemplo, para escribir el objeto algebraico ‘n*D”"2/4" directamente en la
pantalla utilicese: COCEIT_ xI@m@ (FI(2)(=)(4)E) . la pantalla
que resulta se muestra a continuacién para el modo ALG (lado izquierdo) y el
modo RPN (lado derecho):

L : Tr-DE'
4 4,
| VIEW | RCL | =Tk [FURGE]

Un objeto algebraico puede construirse en el escritor de ecuaciones (Equation
Writer) y después enviado a la pantalla, o manipulado en el Escritor de
ecuaciones mismo. La operacién del Escritor de ecuaciones se describié en el
Capitulo 2. Como ejercicio, constriyase el siguiente objeto algebraico en el
Escritor de ecuaciones:

EIG m] EVAL |FACTO| ZINF

Después de construir el objeto algebraico, presidnese para mostrarlo en
la pantalla (las pantallas en modos ALG y RPN se muestran a continuacién):
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Operaciones elementales con objetos algebraicos

Llos objetos algebraicos pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse
(excepto por cero), elevarse a una potencia, usarse como argumentos de
funciones (por ejemplo, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas,
hiperbdlicas, efc.), como se haria con cualquier nimero real o complejo. Para
demostrar las operaciones bésicas con objetos algebraicos, constroyanse un
par de objetos algebraicos, por ejemplo, ‘n*R*2" y ‘g*t*2/4’, y almacénense
en las variables A1 y A2 (véase el Capitulo 2 para aprender como crear
variables y almacenar valores en ellas). He aqui el procedimiento para
almacenar la variable A1 en modo ALG:

O COERE@FI 2 ) @R@CD @),

El resultado es:

: n-EE kA1

STk [FURGE|CLERF

Las instrucciones correspondientes en modo RPN son:

@ XDm@ (2 Em) @ @ (1)

Después de almacenar la variable A2, la pantalla mostrara las variables como
se muestra a continuacién:

En modo ALG, las siguientes instrucciones muestran varias operaciones
elementales con los objetos algebraicos contenidos en las variable
(presidnese para recobrar el ment de variables):
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tLHIA1]

Los mismos resultados se obtienen en modo RPN si se utilizan las instrucciones
siguientes:

= @
= @
s

_w

Funciones en el meno ALG

El ment ALG (Algebraico) se activa utilizando las teclas (@) 46 (asociado
con la tecla (4)). Habiendo escogido la opcion CHOOSE boxes para la
sefial de sistema nimero 117, el mend ALG muestra las siguientes funciones:
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al i A i
fig [ALG_HEDL i PB4 [ALG_HETID

— 2.EXFAND —

2. EXFAND 2. FRCTOR

2.FRCTOR Y. LOCOLLECT

Y. LRCOLLECT 5.LIN

E.LIN &.FARTFRAC

& .FRETFRAC 7. S0LVE

7.S0LVE 2. SUEET

2. SUEET 5, TERFAND

Utilicese la funcién informativa (HELP) de la calculadora para ver la explicacion
de las diferentes funciones del ment ALG. Para activar la funcién informativa
(HELP) utilicense las siguientes teclas: . Para localizar una
funcién particular en la funcién informativa, escribase la primera letra del
nombre de la funcién. Por ejemplo, para localizar la funcién COLLECT,
utilicense las teclas @@, y después utilicense las teclas direccionales
verticales (&< para localizar la palabra COLLECT dentro de la lista de la
funcién informativa.

Para completar la operacion presiénese la tecla He aqui la definicion de
la funcién COLLECT en la funcién informativa (HELP) de la calculadora:

OLLECT: ]
Facursive factorizad
ion of a polynomial

ol integers

OLLECT " 2—4a
(A+ZIE0E-22

el ERPAMD FACTOR

EXIT | ECHO| = = EZEEZ | MRIN

Noétese que la dltima linea contiene el texto “See: EXPAND FACTOR”
(traduccién: Véase: EXPAND FACTOR). Esta linea sugiere enlaces a ofras
definiciones dentro de la funcién informativa (HELP): las funciones EXPAND y
FACTOR. Para acceder esas funciones directamente, presiénese la tecla de
i para la definicién de la funciéon EXPAND.

Presiénese
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See: COLLECT SIMPLIFY

FEEZ | HRIN

Funcién de ayuda
La funcién de ayuda, accesible a través de TOOL NEXT CASCMD, le permite

navegar a través de todos los comandos CAS. Le provee no solamente la
informacién en cada instruccién, sino que también proporciona un ejemplo de
su uso. Para copiar a la pantalla el ejemplo mostrado en la definicién
. Por ejemplo, presiénese la tecla £ en la

presiénese la tecla de menv K
definiciéon de la funcion EXPAND, mostrada anteriormente, para obtener el
ejemplo que se muestra a continuacién (presiénese para ejecutar el
ejemplo):

iHELF
f EXPAMDICA+Z10E-21]

2
H_
[HELF[ | |

Se invita al usuario a explorar la lista de las funciones CAS disponibles. Aqui
se muestran algunos ejemplos:

La funcién informativa (HELP) provee las siguientes definiciones para diversas
instrucciones:

COLLECT: EXPAND:

OLLELCT: . “PHHD L
SCuUrsive factoriza #pands and =simplifies
ion of a polynomial rn alaebralc ==l g
ver integers APAHLC S22 E =2 )
OLLECT Ci™2—d2 whg—d
CH+2E(H-20
ExPAHD FACTOR COLLECT SIMPLIFY
[ ECHO | SEEL | SEE2 | SEEZ | ERIT | ECH | SEEL | SEE2 | ZEEZ | HAIN

=2
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FACTOR: LNCOLLECT:

ACTOR: HCOLLECT: ]

actarleE an integer ollects logarithms
E oluynomial HCOLLECT S LHC R +LH Y 2

HETD LETE=2 LH =Y a

LEHl2rcE-T2)

ce! ERPAMD COLLECT c=! TEXPAMD

| ECHi | ZEEL | SEE | ZEEZ |
LIN: PARTFRAC:

HETFFEHLCS
erforms partial frac—
ion decomposition on

1nearlzat10n of
onent ia

I iEHPiH}ﬂE} EXF (20 HETFEEE(EH“EH(H“E 122
2+1- (H—l) 1os0E+1 0
=i TEXPAWD TLIH c=! PROFPFEA
| ECHO | SEEL | SEEZ | SEEZ |
SOLVE
OLYE
olues a for a set of2 a walue
olynomial e ua ion DF a uarlable in an

OLYECH™ 4—1

VL S LV i E??ﬁﬂ2+1 A=23
ee: LINSOLVE SOLVEWH
'ECHO | SEEL ] SEE2] SEEZ ]
TEXPAND:
EXFRAAD:

xpandE tran5cendental

EHPHHDiEHP(H Tl
EAP A %ERP Y2

e LIH_TLIH

Nota: Recuérdese que para utilizar estas, y otras, funciones en el modo
RPN, debe escribirse primero el argumento de la funcién y después activarse
la misma. Por ejemplo, para el caso de la funcién TEXPAND, mostrado
anteriormente, utilicese:

COEder () & () @) (7]
A continuacién, activese la funcién TEXPAND en el ment AIG (o,
directamente, en el catdlogo de funciones (7)) _ar ), para completar la
operacion.
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Otras formas de substitucién en expresiones algebraicas
La funcién SUBST, mostrada anteriormente, se utiliza para sustituir una variable

en una expresién. Una segunda forma de substitucion puede ser lograda
usando (P)__ I (asociado a la tecla ). Por ejemplo, en modo ALG, la

entrada siguiente substituira el valor x = 2 en la expresion x+x°. La figura a la
izquierda demuestra la manera de incorporar la expresién (el valor substituido,
x=2, se debe incluir en paréntesis) antes de presionar @) . Después de que la
tecla se presiong, el resultado se muestra en la figura de la derecha:

+u™2 | =2 27+

En modo RPN, esto se logra incorporando primero la expresién donde la

substitucion serd realizada (x+x2), seguido por una lista (véase el capitulo 8)
conteniendo la variable de la substitucién, un espacio, y el valor que se
substituird, es decir, {x 2}. El paso final es presionar la combinacién del golpe

de teclado: () __1 .

Las teclas requeridas son los siguientes:
COem) (@ (e (@ 02 ) @)
=)0 () —
En modo ALG, la substitucién de més de una variable es posible segin lo
ilustrado en el ejemplo siguiente (se muestra la pantalla antes y después el
presionar (Eve) )

: A+IE|CA=2,B=2)
+[E | {A=2,E=2) 2+[3
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En modo RPN es también posible sustituir mas que uno variable a la vez, segin
lo ilustrado en el ejemplo abajo. Recuérdese que el modo RPN utiliza una lista
de nombres y de valores variables para la substituciéon.

2+13

Un proceso diferente para la substitucion consiste en definir las expresiones de
la substitucién en variables de la calculadora y poner el nombre de las
variables en la expresién original. Por ejemplo, en modo de ALG, almacene las
variables siguientes:

Hatb'BA
Fm+1'BE

Entonces, escriba la expresion A+B:

La expresion oltima se evalta automdticamente después de presionar @=),
produciendo el resultado demostrado arriba.

Operaciones con funciones transcendentales
Lla calculadora ofrece un nimero de funciones que se puedan utilizar para

sustituir funciones logaritmicas, exponenciales, trigonométricas, e hiperbélicas
en expresiones en términos de identidades trigonométricas o en términos de
funciones exponenciales. Los meniUs que contienen funciones para sustituir
funciones trigonométricas se pueden obtener directamente del teclado la
funcién secundaria de la tecla 8, es decir, () 6 . La combinacién siguiente
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exaN , produce un menU que le permite sustituir expresiones en términos
de las funciones exponenciales o logaritmo natural. En las secciones siguientes
cubrimos esos ments més detalladamente.

Expansién y factorizacién utilizando las funciones log-exp
El ment (<)exv contiene las siguientes funciones:

AD 'mm nen e o p

HioH |[EXFELN HENU
1.EWFLI
2.EHFH

RO LS uen e vus s

HoH |[ERFELN HENL

1.EWFLD
2.EXFH

2.LIN
4. LOCOLLECT

5.LMF1

&. TEXFAND

P.TSIHF |

Z.LINn

Y. LNCOLLECT
5.LNF1
&.TEXFAND
7. TZINF

Las definiciones de estas funciones, asi como los ejemplos correspondientes, se
encuentran disponibles en la funcién informativa (HELP) de la calculadora ((roo)
NXT @m)). Algunas de las funciones enumerada en el ment EXP&LN,
esto es, LIN, LNCOLLECT, y TEXPAND también se contienen en el ment ALG
presentado anteriormente. Las funciones LNP1 y EXPM se introdujeron en el
mend HYPERBOLIC, bajo el ment MTH (Ver El Capitulo 2). La dnica funcién
restante es EXPLN. Su descripcién se muestra en la figura siguiente a la

izquierda, mientras que el ejemplo correspondiente se muestra en la figura
siguiente a la derecha:

APLHE
Fewrites transcendent .
unctions in terms of

HELF
:EXPLMHICOS0:])

1420
HvF

Expansién y factorizacién utilizando funciones trigonométricas
El mend TRIG, que se obtiene utilizando () ™6, muestra las siguientes
funciones:
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Al ITRIG HENU Ii Eﬁ[' TRIG_HENU Ii
HOH MO ATanas —

2.AC0E3E . HALFTAN

2. REINAC 7.5INCOE

Y.ASINT 2. TAN3ZC

5.ATAN2E 5. TANAZC3

. HALFTAN 10, TCOLLECT

7.5INC0E 11, TEXFAND

2. TANZSE 13.TLIN

TRIG HENLU

LTCOLLECT
. TERFAND

17 .TSIHF

Estas funciones permiten la simplificacién de expresiones al reemplazar ciertas
categorias de funciones trigonométricas por otras categorias. Por ejemplo, la
funcién ACOS2S permite reemplazar la funcién arco coseno (acos(x)) por una
expresién que involucra la funcién arco seno (asin(x)).

Las definiciones de estas funciones, asi como los ejemplos correspondientes, se
encuentran disponibles en la funcién informativa (HELP) de la calculadora (7o)
ar)).  Se invita al usuario a investigar esa informacién por su

propia cuenta.
Notése que la primera opcién en el ment TRIG es el ment HYPERBOLIC, de
cuyas funciones fueron introducidas en capitulo 2.

Funciones en el mend ARITHMETIC

El ment ARITHMETIC contiene un nimero de sub-ments para aplicaciones
especificas en la teoria de los nomeros (nimeros enteros, polinomios, etc.), asi
como un numero de funciones que se aplican a las operaciones aritméticas
generales. El mend ARITHMETIC se activa utilizando () 4k (asociada con
la tecla C7)).  Con la opcién CHOOSE boxes seleccionada para la sefial de
sistema nomero 117, la combinacién ()4 muestra el siguiente meng:
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A HRITH HENU ARITH HENU
T hTEGEE, | 2.FOLYNONIAL.. —
2. FOLTNAHTAL.. 2. HODULY..
2. HODULA.. Y.FEEHUTATION..
Y.FERHUTATION.. 5. DIVIS
5.0IVIZ &.FRCTORS
%.FRCTORS ?.LGED
7.LGCo 2. FEOFFREAC
2. FROFFRAC

De esta lista, las opciones 5 a 9 (DIVIS, FACTORS, LGCD, PROPFRAC, SIMP2)
corresponden a funciones que aplican a nimeros enteros o a polinomios. Las
opciones restantes (1. INTEGER, 2. POLYNOMIAL 3. MODULO, y 4.
PERMUTATION) son en realidad sub-ments de funciones que aplican a objetos
matematicos especificos.  Esta distincién entre los sub-ments (opciones 1 a 4)

y funciones (opciones 5 a 9) es aparente cuando la bandera de sistema 117 se

fija a SOFT menus.

circunstancias, produce:

Activando el ment ARITHMETIC (C2D) 4™ ), bajo estas

las funciones de las opciones 5 a 9 en el mend ARITHMETIC ((roo0) (1)

DIVIS (divisores):

FACTORS (factores):

LTVTIS:
izt of divisors of a
-Dl?nnmlal or integer

IV
T8 3 2 15

et FACTOR

SEEZ | HRIN

ERIT | ECHO | 5

ACTORS: _
Feturns irreduct ible
an integer
lymomial

Sest FACTOR

ERIT | ECHO | = SEEZ | HRIN

LGCD (Mdaximo Comdn Divisor):

LD
I:D DE a list of

GEDiilES roa 3032

Seel GCD

EXIT | ECHO | SEE]1 | ZEE2 | SEEZ | HAIN

PROPFRAC (fraccién propia)

FOFFRALC: ] ]
Split=s a fraction into
an integer part and a

raction part
FROPFRACC 43120
fSes! PARTFRAC
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SIMP2 (simplificar 2 factores)

S

-implifiQE 2 object=
dividing them by

eir GCD
SIMF2CR™ 3= 1y -1
TH +1,#+1

ZEEZ | HRIN

Las funciones asociadas con los sub-menis del mend ARITHMETIC: INTEGER,
POLYNOMIAL, MODULO, y PERMUTATION, son las siguientes:

Men0 INTEGER
EULER

IABCUV
IBERNOULLI n
ICHINREM
IDIV2

I[EGCD
IQUOT
IREMAINDER
ISPRIME?
NEXTPRIME

PA2B2

PREVPRIME

Mens POLYNOMIAL

ABCUV
CHINREM
CYCLOTOMIC
DIV2

EGDC
FACTOR
FCOEF

Nomero de enteros < n, co - primos con n
Resuelve au + bv = ¢, con a,b,c = enteros
Nomero de Bernoulli

Residuo chino para los enteros

Divisién euclidiana de dos nimeros enteros
Produce u,v, tales que au + bv = mcd(a,b)
Cociente euclidiano de dos numeros enteros
Residuo euclidiano de dos numeros enteros
Determina si un nimero entero es primo

El siguiente nimero primo para un nimero entero
dado

NGmero primo como norma cuadrada de un
complejo

El previo nimero primo para un nomero entero dado

Ecuacién polinémica de Bézout (au+bv=c)
Residuo chino para los polinomios

n polinomio ciclotémico

Divisién euclidiana de dos polinomios

Produce vu,v, a partir de au+bv=mcd(a,b)
Factoriza un nimero entero o un polinomio
Genera raices y multiplicidad dada una fraccién
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FROOTS
GCD
HERMITE
HORNER
LAGRANGE
[CM
LEGENDRE
PARTFRAC

PCOEF
PTAYL
QUOT
RESULTANT
REMAINDER
STURM
STURMAB

Meno MODULO

ADDTMOD
DIVMOD
DIV2MOD

EXPANDMOD

FACTORMOD
GCDMOD
INVMOD
MOD
MODSTO
MULTMOD

POWMOD

Produce raices y multiplicidad dada una fraccién

El maximo comin divisor de 2 nimeros o polinomios
Polinomio de Hermite de orden n

Evaluacién de Horner de un polinomio

Interpolacién del polinomio de Lagrange

Minimo comdn mdltiplo de 2 ndmeros o polinomios
Polinomio de Legendre de orden n

descomposicién de una fraccién en fracciones
parciales

(no referencia en la funcién informativa del CAS)
Produce Q(x-a) en Q(x-a) = P(x), Polinomio de Taylor
Cociente euclidiano de dos polinomios

Determinante de la matriz Sylvester de 2 polinomios
Residuo euclidiano de dos polinomios

Secuencias de Sturm para un polinomio

Signo en el limite inferior y nomero de raices entre
limites

Agregar dos expresiones médulo actual médulo
Divide 2 polinomios médulo actual médulo
Divisién euclidiana de 2 polinomios con coeficientes
modulares

Expande/simplifica polinomio con médulo actual
médulo

Factorizar un polinomio médulo actual médulo
MCD de 2 polinomios médulo actual médulo
inverso entero médulo actual médulo

(no referencia en la funcién informativa del CAS)
Cambia el valor del modulo al valor especificado
Multiplicacién de dos polinomios médulo actual
médulo

Eleva polinomio a una potencia médulo actual
médulo
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SUBTMOD Substraccién de 2 polinomios médulo actual médulo

Aplicaciones del mend ARITHMETIC

En esta seccién se presentan los conceptos necesarios para la aplicacién de las
funciones del mend ARITHMETIC. Las definiciones con respecto a los temas de
polinomios, de fracciones polinémicas y de la aritmética modular se presentan
posteriormente. los ejemplos mostrados abajo se presentan
independientemente del ajuste de la calculadora (ALG o RPN)

Aritmética modular

Considere un sistema de cuenta de numeros entero que complete un ciclo
periédicamente y comienza ofra vez, por ejemplo las horas del reloj. Tal
sistema de cuenta se llama un anillo. Porque el nimero de los nimeros enteros
usados en un anillo es finito, la aritmética en este anillo se llama aritmética
finita. Supdngase que el sistema nomeros enteros finitos consiste de los
nimeros 0, 1, 2, 3, ..., n-1, n. Podemos también referirnos a la aritmética de
este sistema de cuenta como aritmética modular de médulo n. En el caso de
las horas de un reloj, el médulo es 12. (Si se trabaja con aritmética modular
usando las horas del reloj, sin embargo, tendriamos que utilizar los nomeros

enteros 0, 1,2, 3, ..., 10,11, envezde 1, 2, 3,...,11, 12).

Operaciones en aritmética modular
Adicién en la aritmética modular del médulo n, el cudl es un nimero entero

positivo, que sigue las reglas que si j y k son dos nimeros enteros no negativos,
ambos menores que n, si j+kS n, enfonces j+k se define como j+kn.  Por
ejemplo, en el caso del reloj, es decir, para n =12, 6+9 “=" 3. Para distinguir
esta ' igualdad ' de igualdades aritméticas infinitas, se usa el simbolo = en
lugar del igual, y la relacién entre los nimeros se refiere como una congruencia
més bien que una igualdad. Asi, para el ejemplo anterior escribimos 6+9 /2 3
(mod 12), e interpretamos esta expresion como “seises mds nueve es
congruentes a fres, médulo doce.”  Si los nimeros representan las horas desde
la medianoche, por ejemplo, la congruencia 6+9 = 3 (mod 12), puede ser
inferpretado como diciendo que “seis horas mas de las nueve después de la
medianoche serdn tres horas mas del mediodia.” Otras sumas que se pueden
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definir en aritmética del médulo 12 son: 2+5 =7 (mod 12); 2+10 = 0 (mod
12); 7+5 =0 (mod 12); etcétera.

La regla para la substraccién seré tal que si [ — k < O, entonces jk se define
como j-k+n. Por lo tanto, 8-10 V2 2 (mod 12), se interpreta como “ocho menos
diez es congruentes a dos, médulo doce.” Otros ejemplos de la substraccién
en aritmética del médulo 12 serian 10-5 =5 (mod 12); 6-9 =9 (mod 12); 5 -
8 =9 (mod 12); 5-10=7 (mod 12); etcétera.

La multiplicacién sigue la regla que si jpk > n, de modo que jbk = mbn + 1,
donde my r son enteros no negativos, ambos menos que n, entonces jbk V2 r
(mod n). El resultado de multiplicar j por k en aritmética modular de médulo
es, esencialmente, el residuo entero de jPk/n en aritmética infinita, si jPk>n.
Por ejemplo, en aritmética del médulo 12 tenemos 7bP3 = 21 = 12 + 9, (o,
7b3/12 = 21/12 =1 + 9/12, es decir, el residuo entero de 21/12 es 9).
Podemos ahora escribir 7P3 = 9 (mod 12), e interpretar este resultado como
“siete por tres es congruentes a nueve, médulo doce.”

La operacién de la division se puede definir en términos de la multiplicacién
como sigue, r/k 2 j(mod n), si, jpk Y2 r (mod n). Esto significa que r debe
ser el residuo de jpk/n. Por ejemplo, 9/7 = 3 (mod 12), porque 7-3 = 9 (mod
12). Algunas divisiones no se permiten en aritmética modular. Por ejemplo, en
aritmética del médulo 12 usted no puede definir 5/6 (mod 12) porque la tabla
de la multiplicacién de 6 no muestra el resultado 5 en aritmética del médulo
12. Esta tabla de la multiplicacién se demuestra abajo:

6*0(mod 12) O 6*6 (mod 12) 0
6*1 (mod 12) 6 6*7 (mod 12) 6
6*2 (mod 12) O 6*8 (mod 12) 0
6*3(mod 12) 6  6*9(mod12) 6
6*4(mod12) O  6*10(mod 12) O
6*5 (mod 12) 6 6*11 (mod 12) 6
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Definicién formal de un anillo aritmético finito
La expresién a %2 b (mod n) se interpreta como “a es congruente a b, modulo

n," y es verdadero si (b-a) es un maltiplo de n.  Con esta definicién las reglas
de la aritmética se simplifican a las siguientes:
Si a¥2b(modn)yc ¥2d(modn),
entonces
a+c V2 b+d (mod n),
a<c Y2 b-d(modn),
axc 72 bxd (mod n).

Para la divisién, seguir las reglas presentadas anteriormente. Por ejemplo, 17 =
5 (mod 6), y 21 =3 (mod 6). Usando estas reglas, podemos escribir:
174+21=5+3(mod 6) => 38=8(mod 6) =>38=2(mod 6)
17-21=5-3 (mod 6) => -4 =2 (mod 6)

17x21=5x%x3 (mod 6) => 357 =15 (mod 6) => 357 = 3 (mod 6)

Notar eso, siempre que un resultado en el lado derecho del simbolo de la
"congruencia" produce un resultado que sea mayor que el modulo (en este
caso, n = 6), usted puede restar un multiplo del modulo de ese resultado y
simplificarlo siempre a un nimero menor que el modulo. Asi, el resultado en el
primer caso 8 (mod 6) se simplifica a 2 (mod é), y el resultado del tercer caso,
15 (mod 6) se simplifica a 3 (mod 6). &Confusién2 Bien, no si usted permite
que la calculadora ejecute esas operaciones. De manera que, léase la seccién
siguiente para entender cémo los anillos aritméticos finitos se operan en su
calculadora.

Anillos aritméticos finitos en la calculadora

Hasta ahora hemos definido nuestra operacién aritmética finita de modo que
los resultados sean siempre positivos. El sistema aritmético modular en la
calculadora se fija de modo que el anillo del médulo n incluya los nomeros -n/
2+1,...,-1,0, 1,...,n/2-1, n/2, sines par, y -(n-1)/2, (n-3)/2,...,-1,0,1,...,(n-
3)/2, (n-1)/2, si n es impar. Por ejemplo, para n = 8 (par), el anillo aritmético
finito en la calculadora incluye los nimeros: (-3,2,-1,0,1,3,4), mientras que
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para n = 7 (impar), el anillo aritmético finito de la calculadora correspondiente
incluye (-3,2,-1,0,1,2,3).

Aritmética modular en la calculadora
Para activar el mend aritmético modular en la calculadora seleccione el sub-

mend MODULO dentro del mend ARITHMETIC (C=D 4k ). El mend disponible
incluye las funciones: ADDTMOD, DIVMOD, DIV2MOD, EXPANDMOD,
FACTORMOD, GCDMOD, INVMOD, MOD, MODSTO, MULTMOD,
POWMOD, y SUBTMOD. Breve descripciones de estas funciones fueron
proveidas en una seccién anterior. Presentamos a continuacién algunas
aplicaciones de estas funciones.

Fijando el médulo (0 MODULO)
La calculadora contiene una variable llamada MODULO que se ubica en el

directorio {HOME CASDIR} y que almacenaré la magnitud del médulo que se
utilizara en aritmética modular.

El valor pre-determinado de la variable MODULO es 13.  Para cambiar el
valor de MODULO, usted puede almacenar el nuevo valor directamente en la
variable MODULO en el sub-directorio {HOME CASDIR}. Alternativamente,
usted puede almacenar un nuevo MODULO utilizando la funcién MODSTO.

Operaciones aritméticas modulares con nomeros
Para sumar, restar, multiplicar, dividirse, y elevar a una potencia en aritmética

modular usted utilizard las funciones ADDTMOD, SUBTMOD, MULTMOD,
DIV2MOD y DIVMOD (para la divisién), y POWMOD. En modo de RPN usted
necesita incorporar los dos numeros para funcionar sobre, separado por
[ENTER] o un espacio [SPC], y entonces presionar la funcién aritmética
modular correspondiente. Por ejemplo, con un médulo de 12, ejecute las
operaciones siguientes:

Ejemplos de ADDTMOD
6+5 =-1 (mod 12) 6+6=0(mod 12)  é+7=1 (mod 12)
1145=4 (mod 12)  8+10=-6 (mod 12)
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Ejemplos de SUBTMOD

5-7=-2(mod 12) 8-4 =4 (mod 12) 5-10=-5(mod 12)

11-8=3(mod 12) 8-12=-4 (mod 12)

Ejemplos de MULTMOD

6:8=0 (mod 12) 9-8=0 (mod 12) 3-2=6 (mod 12)
5.6=6(mod 12) 113 =-3 (mod 12)

Ejemplos de DIVMOD

12/3 =4 (mod 12) 12/8 (mod 12) no existe
25/5=5(mod 12)  64/13=4 (mod 12)
66/6 =-1 (mod 12)

Ejemplos de DIVZMOD
2/3 (mod 12) no existe

26/12 (mod 12) no existe

125/17 (mod 12) = 1 con residuo = 0
68/7 =-4 (mod 12) con residuo = 0
7/5=-1 (mod 12) con residuo = 0

Nota: DIVMOD proporciona el cociente de la divisién modular j/k (mod
n), mientras que DIMV2MOD proporciona no solamente el cociente sino

también el residuo de la division modular j/k (mod n).

Ejemplos de POWMOD
23= .4 (mod 12) 3°= 3 (mod 12) 510= 1 (mod 12)
118 =1 (mod 12) 62=0 (mod 12) 9?=-3 (mod 12)

En los ejemplos de las operaciones aritméticas modulares demostradas
anteriormente, hemos utilizado los nimeros que no necesariamente pertenecer
al anillo, es decir, por ejemplo los nimeros 66, 125, 17, etc. la calculadora
convertird esos nimeros a los nomeros del anillo antes de operar en ellos.
Usted puede también convertir cualquier nomero en un nomero del anillo
usando la funcién EXPANDMOD. Por ejemplo,

EXPANDMOD(125) = 5 (mod 12)

EXPANDMOD(17) =5 (mod 12)
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EXPANDMOD(6) = 6 (mod 12)

El inverso modular de un nimero
Suponga que el nimero k pertenece a un anillo aritmético finito de médulo n,

enfonces la inversa modular de k, es decir, 1/k (mod n), es un nomero |, tal
que jPk ¥2 1 (mod n). El inverso modular de un nimero se puede obtener al
usar la funcién INVMOD en el sub-mend MODULO del mend ARITHMETIC.
Por ejemplo, en aritmética del médulo 12:

1/6 (mod 12) no existe. 1/5=5 (mod 12)

1/7 =-5 (mod 12) 1/3 (mod 12) no existe

1/11=-1 (mod 12)

El operador MOD

Utilice el operador MOD para obtener el nimero del anillo de un médulo dado
que corresponde a un nimero entero.  En el papel se escribe esta operacién
como mmod n = p, y se interpreta como “m modulo n es igual a p”.  Por
ejemplo, para calcular 15 mod 8, escriba:

*  modo ALG: MOD
*  modo RPN: MOD

El resultado es 7, esto es, 15 mod 8 = 7. Infentar los ejercicios siguientes:
18mod 11 =7 23 mod 2 =1 40 mod 13 =1

23mod 17 =46 34 mod 6 =4

Un uso practico de la funcion MOD para la programacién es para determinar
cuando un nimero entero es impar, dado que n mod 2 = 0, si nes par, y n
mod 2 = 1, si nes impar. Puede también ser utilizado para determinar cuando
un nimero entero m es un moltiplo de otro nimero entero n, porque si ése es el
caso mmod n = 0.
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Nota: Referirse a la funcién informativa de la calculadora para la
descripcién y los ejemplos en la aritmética modular. Muchas de estas
funciones son aplicables a los polinomios. Para la informacién sobre
aritmética modular con polinomios refiérase a un libro sobre teoria de los
nimeros.

. .
Polinomios
Los polinomios son expresiones algebraicas consistente de uno o mas términos

que contienen potencias decrecientes de una variable o funcién. Por ejemplo,
X" 3+2*X"2-3*X+2" es un polinomio del tercer orden (cibico) de la variable
X, mientras que ‘SIN(X)*22" es un polinomio de segundo orden (cuadrético)
de la funcién SIN(X).  Un listado de funciones de polinomios en el meng
ARITHMETIC fue presentada anteriormente. Algunas definiciones generales
sobre polinomios se proporcionan a continuacién. En estas definiciones A(X),
B(X), C(X), P(X), Q(X), U(X), V(X), etc., son polinomios.

*  Fraccién polinémica: una fraccién en la cual numerador y denominador
son polinomios, digamos, C(X) = A(X)/B(X)

* Raices, o ceros, de un polinomio: valores de X para los cuales P(X) = O

* Polos de una fraccién: raices del denominador

*  Multiplicidad de raices o de polos: el ntmero de veces que una raiz existe,
por ejemplo, P(X) = (X+1)2(X-3) tiene raices {1, 3} con multiplicidades
{2,1}

*  Polinomio ciclotémico (P,,(X)): un polinomio de orden EULER(n) cuyas raices
son las n raices primitivas de la unidad, por ejemplo, Po(X) = X+1, P4(X) =
X2+1

*  Ecuacién polinémica de Bézout: A(X) U(X) + B(X)V(X) = C(X)

Ejemplos especificos de aplicaciones polinémicas se presentan a continuacién.

Aritmética modular con polinomios
De la misma manera que definimos un anillo de aritmética finita para nimeros

en la seccién anterior, podemos definir un anillo de aritmética finita para los
polinomios con un polinomio dado como médulo. Por ejemplo, podemos
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escribir cierto polinomio P(X) como P(X) = X (mod X2), u otro polinomio como
QX) = X + 1 (mod X2).

Un polinomio, P(X) pertenece a un anillo aritmético finito de médulo
polinémico M(X), si existe un tercer polinomio Q(X), tales que (P(X) - Q(X)) es
un multiplo de M(X). Entonces escribiriamos: P(X) 2 Q(X) (mod M(X)). Se
interpreta la Oltima expresién como “P(X) es congruente a Q(X), médulo M(X)”.

La funcién CHINREM

CHINREM significa CHINese REMainder (residuo chino). La operacién
programada en este comando soluciona un sistema de dos congruencias usar
el teorema chino del residuo. Este comando se puede utilizar con polinomios,
asi como con nimeros enteros (la funcién ICHINREM). La entrada consiste en
dos vectores [expresién_1, modulo_1] y [expresién_2, modulo_2]. la salida es
el vector [expression_3, modulo_3], en el cual modulo_3 se relaciona con el
producto  (modulo_1)P(modulo_2). Ejemplo:  CHINREM([X+1, X"2-
1,061,X72]) = [X4+ 14X 4X~2)]

Enunciado del feorema chino del residuvo para los numeros enteros
Si mjy, my...,m, son nimeros naturales de manera que cada par constituye

ndmeros primos relativos, y aj, ay, ..., a, son nimeros enteros, entonces existe
un nomero entero x que satisface simultaneamente las congruencias: x 2 a;
(mod my), x Y2 ay (mod my), ..., x Y2 a, (mod m,). Ademds, si x = a es

cualquier solucién entonces el resto de las soluciones son congruentes a un
modulo igual al producto m;bmob ... m,.

La funcién EGCD

EGCD significa, en inglés, Extended Greatest Common Divisor (Méximo
Comin Divisor Extendido). Dados dos polinomios, A(X) y B(X), la funcién
EGCD produce los polinomios C(X), U(X), y V(X), de forma que C(X) =
UX)*AXX) + V(X)*B(X).  Por ejemplo, para A(X) = X*2+1, B(X) = X*21,
EGCDAN),B(X)) = {2, 1, -1}. Esto es, 2 = 1*( XA 2+1")-1*( X*2-1). Asi mismo,
EGCD(X"32*X+5"X) = { 5,1{X*2:2)}, es decir, 5 = — (X*2:2)*X + 1*(X"3-
2*X+5).
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La funcién GCD

La funcién GCD (en inglés, Greatest Common Denominator, o Méximo Comun
Denominador) puede ser utilizada para obtener el méximo denominador
comin de dos polinomios o de dos listas de polinomios de la misma longitud.
Los dos polinomios o listas de polinomios serdan puestos en los niveles 2 y 1 del
“stack” antes de usar GCD. Los resultados serdn un polinomio o una lista que
representa el méximo comin denominador de los dos polinomios o de cada
lista de polinomios. Ejemplos, en modo RPN, se presentan a continuacién
(calculadora fijada en modo Exacto):

X7 3-1"@vE) X" 2-1'@®) GCD  produce: ‘X-17

[XA242X+1/XA34XA 2"} @) X" 3+17X72+1'} @& GCD produce {X+1”
1}

La funcién HERMITE
La funcién HERMITE [ HERMI ] usa como argumento un nomero entero, k, y
produce el polinomio de Hermite de grado k. Un polinomio de Hermite, He(x)

se define como

2 d”’ .2
He,=1, He,(x)=(-1)"¢""*— (e "), n=12,..
dx
Una definicién alterna de los polinomios de Hermite es
> d”

Hy*=1, H, *(x)=(-1)"¢" ~—(¢™), n=12,..
dx

en las cuales d"/dx" = n derivada con respecto a x. Esta es la definicién
usada en la calculadora.

Ejemplos: Los polinomios de Hermite de érdenes 3 y 5 se calculan como:
HERMITE(3) = ‘8*X"3-12*X,
Y HERMITE(5) = ‘32*x”*5-160*X"3+120*X..
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La funcién HORNER

La funcién HORNER produce la divisién de Horner, o divisién sintética, de un
polinomio P(X) por el factor (X-a). La entrada a la funcién es el polinomio P(X)
y el nimero a. La funcién vuelve el polinomio del cociente Q(X) que resulta al
dividir P(X) por (X-a), el valor de q, y el valor de P(a), en esa orden. En otras
palabras, P(X) = Q(X)(X-a)+P(a).  Por ejemplo, HORNER('X"3+2*X"2-
3*X+1/2) = {'X*2+4*X+5’, 2, 11}. Podriamos, por lo tanto, escribir X3+2X%
3X+1 = (X2+4X+5)(X2)+11.  Un segundo ejemplo: HORNER('X"6-1/-5)=
[XA5-5% XM 4425%XA3-125%XA2+625*X-3125/-5, 15624} esto es, XO-1 = (X5
5%X44+25X3-125X2+625X-3125)(X+5) +15624.

La variable VX
Existe, en el directorio {HOME CASDIR} de la calculadora, una variable

denominada VX cuyo valor preseleccionado es ‘X.  Este es el nombre de la
variable independiente preferida para aplicaciones en el dlgebra y en el
céleulo. Evitese utilizar la variable VX en programas y ecuaciones, de manera
que no se confunda con la variable VX del CAS (Computer Algebraic System, o
Sistema Algebraico Computacional). Para obtener informacién adicional sobre
las variables del CAS véase el Apéndice C en la Guia del Usuario de la
calculadora.

La funcion LAGRANGE

La funcién LAGRANGE requiere como argumento una matriz que tiene dos filas
y n columnas. La matriz almacena datos de la forma [[x7,x9, ..., x,] [y1, Y2

..+, Ypll. La aplicacién de la funcién LAGRANGE produce el polinomio

" ﬁ('x_xk)
Pa(0) =D S ——y,.
! H(x_,- - Xx,)

k=Lk=#j

Por ejemplo, para n = 2, escribiremos:
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X—x X—x D =») x+(, x, =y x,)
2.+ L.y = Nh=—W Vo X=X
X~ X, Xy =X X~ X,

p(x)=

Comprobar este resultado con su calculadora:

LAGRANGE([[ x1,x2,[y1,y21]) = “((y 1-y2)*X+{y2*xT-y1 *x2))/(x1x2)".
Ottros ejemplos: LAGRANGE([[1, 2, 3][2, 8, 15]]) = ‘(X" 2+9*X-6)/2'
LAGRANGE([[0.5,1.5,2.5,3.5,4.5][12.2,13.5,19.2,27.3,32.5]]) =

(. 1375* X4+ -. 7666666666667 *X" 3+ - .74375*X 2 +

1.991666666667*X-12.92265625)'.

Nota: Las matrices se introducen en el Capitulo 10.

La funcién LCM
La funcién LCM (en inglés, Least Common Multiple, 6 Minimo Comun Mltiplo)
obtiene el minimo comun maltiplo de dos polinomios o de listas de polinomios
de la misma longitud. Ejemplos:
LCM('2¥ XA 244%X4+2" ' XA2-1" ) = “(2*XA 2+ 4*X+2)*(X-1).
LCM(XA 31, XA 242%X) = ‘(XA3-1)%( XA 24+2*X)

La funcién LEGENDRE
Un polinomio de legendre de la orden n es una funcién polinémica que
soluciona la ecuacién diferencial

(1-x ‘d—zJ;—Z-x-Q
dx dx
Para obtener el polinomio de Legendre de orden n, por ejemplo,
LEGENDRE(3) = ‘(5*X3-3*X)/2’
LEGENDRE(5) = (63*X A570*X*3+15%X)/8’

+n-(n+1)-y=0
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La funcién PCOEF

Dado un vector que contiene las raices de un polinomio, la funcién PCOEF
genera un vector que contiene los coeficientes del polinomio correspondiente.
Los coeficientes corresponden al orden decreciente de las potencias de la
variable independiente. Por ejemplo: PCOEF([-2,-1,0,1,1,2]) = [1. -1. -5. 5.
4.-4.0.], representa el polinomio X0-X2-5X4+5X3+4X2%4X.

La funcién PROOT

Dado un vector que contiene lo coeficientes de un polinomio en orden
decreciente de las potencias, la funcién PROOT provee las raices del
polinomio. Por ejemplo, para el polinomio X2+5X-6 =0, PROOT([1, -5, &]) =
2. 3.

La funcién PTAYL

Dado un polinomio P(X) y un nimero g, la funcién PTAYL se utiliza obtener una
expresion Q(X-a) = P(X), esto es, para expandir un polinomio en potencias de
(X- a). Esto también se conoce como polinomio de Taylor, de cuyo nombre
sigue el de la funcién, Polinomio y TAYLor.

Por ejemplo, PTAYL('X"3-2*X+2,2) = ‘X" 3+6*X"2+10*X+6'.

En realidad, usted debe interpretar este resultado como:

[(X2) A3+6*(X2) ~2+10%(X2) +6.
Verifiquemos esta asercién al sustituir: ‘X = x — 2'. Recuperamos el polinomio
original, pero en términos de x mintscula més bien que de x mayuscula.

Las funciones QUOTIENT y REMAINDER
las funciones QUOTIENT (cociente) y REMAINDER (residuo) proveen,

respectivamente, el cociente Q(X) y el residuo R(X), que resulta de la divisién de
dos polinomios, P1(X) y Po(X). Es decir, estas funciones proveen los valores de

Q(X) y R(X) en la expresién P1(X)/Po(X) = Q(X) + R(X)/Po(X). Por ejemplo,
QUOTIENT('X"3-2*X+2', 'X-1") = ‘X" 24+X-1'
REMAINDER('X"32*X+2', 'X-1') = 1.
Para este caso, por lo tanto:  (X32X+2)/(X-1) = XZ4X-1 + 1/(X-1).
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Nota: Este Gltimo resultado se puede obtener usando la funcién
PARTFRAC:
PARTFRAC('(X32*X+2)/(X-1)) = “XA24X-1 + 1/(X-1).

La funcién EPSXO la variable EPS del CAS

La variable & (epsilon) se utiliza tipicamente en libros de textos matemdticos
para representar un nimero muy pequefo. El CAS de la calculadora crea una
variable EPS, con el valor prefijado 0.0000000001 = 10710, cuando usted
utiliza la funcién EPSX0. Usted puede cambiar este valor, una vez que esté
creado, si usted prefiere un valor diferente para EPS. La funcién EPSXO,
cuando se aplica a un polinomio, substituird todos los coeficientes que valor
absoluto sea menos que EPS con un cero. La funcién EPSXO no estd disponible
en el ment ARITHMETIC, sino que se accede con el catélogo de funciones
((P)_cr ). Ejemplo:

EPSXO('X"3-1.2E-12*X"2+1.2E-6*X+6.2E-11)=

X"3-0*X"2+.0000012*X+0".

Con (@40): X”*3+.0000012*X.

La funcién PEVAL

Las funciones PEVAL (en inglés, Polynomial EVAluation) puede ser utilizado
para evaluar un polinomio p(x) = a,bx"+a, 1Px "1+ ...+ asbx?+aibx+ ap,
dado un arreglo de coeficientes [a,, a,.1, ... ag aj, ag] y un valor de xq. El
resultado es la evaluacién p(xp). La funcién PEVAL no estd disponible en el

men0 ARITHMETIC, debe activarse desde el catdlogo de funciones (7)) _ar ).
Ejemplo:

PEVAL([1,5,6,1],5) = 281.

La funcién TCHEBYCHEFF
La funcién TCHEBYCHEFF(n) genera el polinomio de Tchebycheff (o Chebyshev)

de primera clase, orden n, definido como T,(X) = cos(nbarccos(X)). Si el

nimero entero n es negativo (n < 0), la funcién TCHEBYCHEFF(n) genera el
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polinomio de Tchebycheff de segunda clase, orden n, definido como T,(X) =
sin(nbarccos(X))/sin(arccos(X)). Ejemplos:
TCHEBYCHEFF(3) = 4*X"3-3*X
TCHEBYCHEFF(-3) = 4*X"2-1

Fracciones
Llas fracciones pueden expandirse y factorizarse utilizando las funciones

EXPAND y FACTOR, localizadas en el ment ALG ((P) _46 ). Por ejemplo:
EXPAND((14X)2 3/((X-1)*(X+3))')= ‘(X 343X 243X 1)/ (X" 242 *X:3)’
EXPAND( (X" 2)* (X+Y)/(2*XXA2)A2)) = “(X+Y)/(X" 2-4*X+4)
EXPAND(X* (X+Y)/(X"2-1)") = (X~ 24+Y*X)/(X"2-1)
EXPAND('4+2*(X-1)+3/((X2)* (X+3))-5/X"2") =

(2*XM5+4*X N 4-10* X 3-14*X" 2-5%X+30)/ (X" 4+X" 3-6*X" 2)’
FACTOR( (3% X 32 X" 2)/(X" 2-5*X+6)') = ‘XA 2*(3*X2)/((X-2)* (X-3))
FACTOR( (X" 3-9%X)/ (XA 2-5*X+6)' ) = ‘X*(X+3)/(X:2)
FACTOR('(X2-1)/(XA3*YYY) = “(X+1)/((X" 24X+ 1)

La funcién SIMP2

Las funciones SIMP2 y PROPFRAC se utilizan para simplificar una fraccién y
producir una fraccién apropiada, respectivamente.  La funcién SIMP2 utiliza
como argumentos dos nimeros o dos polinomios, los cuales representan el
numerador y el denominador de una fraccién racional, y produce, como
resultados, el numerador y denominador simplificados. Por ejemplo:

SIMP2('X"3-1'/X"2-4*X+3') = { ‘X" 2+X+1/,'X-3'}.

La funcién PROPFRAC
El funcién PROPFRAC convierte una funcién racional en una funcién “propia”,
es decir, una parte entera sumada a una parfe fraccional, si fal
descomposicién es posible. Por ejemplo:

PROPFRAC('5/4") = ‘“1+1/4'

PROPFRAC((x"2+1)/x"2) = “1+1/x 2’
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La funcién PARTFRAC

la funcién PARTFRAC descompone una fraccién racional en fracciones
parciales que, al sumarse, producen la fraccién original. Por ejemplo:
PARTFRAC('(2*¥X"6-14*X"5+29*X"4-37* X" 3+41*X* 2-16*X+5)/ (X" 5-
7*XM4+11*XA 374X 2+10*X)) =
D¥X4(1/2/(X2)+5/(X5)+1/2/X+X/ (X  2+1))

Esta técnica es util en calcular integrales (véase el capitulo sobre calculo) de
fracciones racionales.

Si usted tiene el modo complejo activo, el resultado sera:
D*X+(1/2/(X+)41/2/(X2)+5/(X5)+1/2/X+1/2/ (X))

La funcién FCOEF

La funcién FCOEF se utiliza par obtener una fraccién racional dados las raices
y los polos de la misma.

Nota: Sila expresion F(X) = N(X)/D(X) representa una funcién racional,
las raices de la fraccién se encuentran al resolver la ecuacion N(X) = 0,
mientras que los polos de la fraccién se encuentran al resolver la ecuacién

D(X) = O.

El argumento de esta funcién es un vector que incluye las raices de la fraccién
seguidas de su multiplicidad (es decir, cuantas veces la raiz se repite), y los
polos de la fraccién, también seguidos de su multiplicidad, esta dltima
representada como un nimero negativo. Por ejemplo, si queremos formar la
fraccién que tiene las raices 2 con multiplicidad 1, O con multiplicidad 3, y -5
con multiplicidad 2, y los polos 1 con multiplicidad 2 y -3 con multiplicidad 5,
utilicese:

FCOEF([2, 1, 0, 3, =5, 2, 1, =2, =3, =5]) = ‘(X-5)*2*X"3*(X:2)/(X--3)" 5% (X-
1)72"

Si presiona EAD() AN (o, simplemente (40, en modo RPN) obtendra:

Pé&gina 5-28




(XN6+8*XN5+5*X"4-50*X"3)/ (XA 7+13*X 6+61*X " 5+105*X"4-45% X 3-
297*X"2-81*X+243)

La funcién FROOTS

Lla funcién FROOTS se utiliza para obtener las raices y los polos de una
fraccion.  Por ejemplo, al aplicar la funcién FROOTS a la fraccién racional
obtenida en el ejemplo anterior, se obtiene el resultado: [1 -2. -3 -5.0 3. 2 1.
-5 2.]. Este vector muestra primero los polos seguidos de su multiplicidad
(representada por un nimero negativo), y, a continuacién, las raices seguidas
por su multiplicidad (representada por un nimero positivo). En este caso, los
polos son (1, -3) con multiplicidades (2,5)\, respectivamente, y las raices son
(O, 2, -5) con multiplicidades (3, 1, 2), respectivamente.

Considérese también este segundo ejemplo:  FROOTS('(X*2-5*X+6)/(X"5-
X*2)")= [0-2.1-1.31.21.]. En este caso, los polos son 0 (2), 1(1), y las
raices son 3(1), 2(1). Si se hubiese seleccionado la opcién Complex para el
CAS, el resultado de este ejemplo hubiese sido:

[0-2.1-1. = ((14"V3)/2) =1. - (1-*3)/2) 1.3 1. 2 1.].

Operaciones con polinomios y fracciones, paso a paso
Cuando se selecciona la opcién Step/step en el CAS, la calculadora mostrara
las simplificaciones de fracciones o la operaciones con polinomios detalladas
paso a paso. Esta seleccién es util, por ejemplo, para ver los diferentes pasos
de una divisién sintética. La divisién
X’ —5X°+3X-2
X-2

se muestra en detalle en el Apéndice C la Guia del Usuario de la calculadora.
El siguiente ejemplo muestra otra divisién sintética, paso a paso. Presiénese
para ejecutar los pasos consecutivos.
9
X -1
2
X" -1

Obsérvese que dispone de DIV2 en el mend ARITH/POLYNOMIAL.
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El mend CONVERT y

las operaciones algebraicas
El ment CONVERT se activa al utilizar () cowar (tecla (6 ).

resume todos los menis de la conversién en la calculadora. La lista de estos

Este meny

menUs se demuestra a continuacién:

Al WYZ HEX F= 'R° ALG
HOHE >

CONYERT HEML

1.UNITE..

HRI
5. HHTRIH COMYVERT..
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Las funciones disponibles en cada uno de los sub-menus se demuestran
después.

Mend de conversién de unidades (UNITS - Opcisn 1)
Este mend es igual que el ment UNITS obtenido usando () wirs . Los usos de
este menu se discuten detalladamente en el capitulo 3.

Mend de conversién de bases (Base - Opcion 2)
Este men0 es igual que el ment BASE obtenido usando (?) 8% . Los usos de
este menu se discuten detalladamente en el capitulo 19.

Mend de conversién trigonométrica (TRIGONOMETRIC - Opcisn 3)
Este men0 es igual que el mend TRIG obtenido usando (P) 6 . Los usos de
este men0 se discuten defalladamente en este capitulos.

Meno de conversién matricial (MATRICES - Opcién 5)
Este men contiene las funciones siguientes:

ﬁ!z HEW F= "' ALG
HATEIx CONYERT WENU

e
Y. SYITEHRT
5. COMVERT..

Estas funciones se discuten detalladamente en el Capitulo 10.

Meno de re-escritura de expresiones (REWRITE - Opcion 4)
Este mend contiene las funciones siguientes:

LEXFLN
LEXF2FOH
.FOIZTRIE

LI
LLIN
LLNCOLLECT
.FOHERFAND
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Las funciones IR y R>1 se utilizan para convertir un nimero entero (I) a
nimero real (R), o viceversa. Los nomeros enteros se muestran sin puntos
decimales, mientras que los nimeros reales que representan nimeros enteros
muestran puntos decimales, por ejemplo,

P I+R3)

la funcién >NUM tiene el mismo efecto que la combinacién de teclas
(P)=mm (asociado a la tecla @®)). La funcién >NUM convierte un resultado
simbélico a su valor numérico. La funcién >Q convierte un valor numérico en
una fraccién. La funcién >Qmn convierte un valor numérico a una fraccién de
7, si una fraccién de n puede ser encontrado para el nimero; si no, la funcién
convierte el nimero a una fraccién.  Los ejemplos de estas tres funciones se
muestran a continuacioén.

. 1z t +Em. FSEE)
: -}HUH[? a7ag
. SEEAZSAESTES SE0E
t Q02 5553 t 20w, 3943951625390
25533 2
Toaans 3'11
[SKIF] +OEL | DEL+]DEL L] I m

De los funciones en el mend REWRITE, las funciones DISTRIB, EXPLN,
EXP2POW, FDISTRIB, LIN, LNCOLLECT, POWEREXPAND, y SIMPLIFY se
aplican a las expresiones algebraicas.  Muchas de estas funciones se
presentan en este capitulo. Sin embargo, para completar la coleccién
presentamos aqui las referencias de la funcién informativa para estas
funciones.
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Capitulo 6
Solucién de ecuaciones Unicas

En este capitulo se presentan funciones que la calculadora provee para
solucionar las ecuaciones de la forma f(X) = 0.  Asociados con la tecla
existen dos menus de funciones para la solucién de ecuaciones, el Symbolic
SOLVer ((2)ssv_ ), o soluciones simbdlicas, y el NUMerical SolVer ((P)mmsy ),
o soluciones numéricas. A continuacién se presentan algunas de las funciones
disponibles en estos mends. Cambie el modo del CAS a complejo para estos
ejercicios (véase el capitulo 2).

Solucién simbélica de las ecuaciones algebraicas
En esta seccidn se utiliza el ment de soluciones simbélicas (Symbolic Solver).

Activese el men¢ utilizando las teclas (<)ssv . Con la opcién CHOOSE
boxes activa en la sefial de sistema nomero 117, el ment de soluciones

simbélicas muestra las siguientes funciones:

EEH E.ELY HENU
1.DEZOLVE
LIEOL
.LDEC .
LLINEOLVE .LINZOLVE

LEOLYVEWH CEOLVEVH
LEOLVE L EOLVE
.ZERDE

Las funciones DESOLVE y LDEC se utilizan para la solucién de ecuaciones
diferenciales, el tema de un capitulo diferente, y por lo tanto no serén
presentadas aqui. De manera similar, la funcién LINSOLVE se relaciona con la
solucién de ecuaciones lineares multiples, y serd presentada en otro capitulo.
Las funciones ISOL y SOLVE se utilizan para obtener la incégnita de una
ecuacién polinémica.  Lla funciéon SOLVEVX se utiliza para resolver una
ecuacién polinémica en la que la incégnita es la variable independiente del
CAS VX (usualmente la ‘X’). Finalmente, la funcién ZEROS provee los ceros o
raices de una ecuacién polinémica. Informacién sobre todas las funciones en
el meno de S.SLV, excepto ISOL, estd disponibles a través de la funcién

informativa del CAS (o) (x7)
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La funcién ISOL

La funcién ISOL(Ecuacién, variable) produce la solucién(es) de la Ecuacién al
despejar la variable.  Por ejemplo, con la calculadora en modo ALG, para

despejar t en la ecuacion atd-bt = 0 utilicese:

T 3 T
s 150L) &t -0t ot
{*«=E‘ t=‘% b=

Cuando la calculador usa el modo RPN, la solucién se obtiene escribiendo
primero la ecuacién en la pantalla (stack), seguida por la variable, antes de
activarse la funcién ISOL.  La figura de la izquierda muestra la pantalla RPN
antes de aplicar la funcién ISOL, mientras que la figura de la derecha muestra
la pantalla después de aplicar la funcién ISOL.

o at S—b't 1: {t- =@ t=—ﬁ t=E}
H 3 3

El primer argumento en la funcién ISOL puede ser una expresién (sin el signo
igual), como en el ejemplo anterior, o una ecuacién. Por ejemplo, en modo
ALG, ejecutese el siguiente ejemplo:

s 1o0L] s E k=S ]
[—1+5 Lk . [1+[]5]
= =

=

Nota: Para escribir el signo igual (=) en una ecuacién, utilicense las teclas

(P)__= (asociada con la tecla (-)).

El mismo problema puede resolverse en modo RPN como se ilustra a
continuacién (las figuras siguientes muestran la pantalla RPN antes y después
de aplicar la funcién ISOL):
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La funcién SOLVE

La funcién SOLVE tiene la misma sintaxis que la funcién ISOL, excepto que
SOLVE puede utilizarse para resolver un sistema de ecuaciones polinémicas La
funcién informativa de la calculadora (funcién HELP, que se activa utilizando

) muestra la siguiente referencia para la funcién SOLVE,
incluyendo la solucién de la ecuacién X4 - 1 = 3:

OLYE

olues a for a set of2

Dlannmlal equat ion

ECx~d4-1= 2
=12 u=—r2
es: LIMSOLWYE SOLNVEWS

Los siguientes ejemplos muestran el uso de la funcién SOLVE en modo ALG:

:SDLHEFE4—5E=125”EJ c

SDLHE[ﬁ —Snfi= 6 "
1+1

La figura anterior muestra dos soluciones. En la primera, SOLVE(B*-58 =125),

no produce soluciones { }. En la segunda solucién, SOLVE(B* - 58 = 6),
produce cuatro soluciones, que se muestran en la linea inferior de la pantalla.
La ¢ltima solucién en la linea no es visible porque el resultado ocupa mas
caracteres que el ancho de la pantalla. Sin embargo, uno puede ver todas las
soluciones al activar el editor de linea utilizando la tecla direccional vertical
@ (Esta operacién puede utilizarse para acceder a cualquier linea de la
pantalla que sea més ancha que la pantalla misma):
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:sOLVEl BT -SiE= 6' J
1+1

ﬁ-—l F=2 p=—
E-ﬁ_ |3——':-: +1-H'

=—Ccl-ixl110-

Llas pantallas RPN correspondientes a los dos ejemplos anteriores,
después de aplicar la funcién SOLVE, se muestran a continuacién:

i: Eﬁ_ﬁ'ﬁ:%%' : £y
KIPIERIF 4 L DEL+ JUEL L] KIFIEKIF 4 WL DEL+ UL LI Ti: =

E}EI

La funcién SOLVEVX

antes y

La funcién SOLVEVX se utiliza para resolver una ecuacién cuando la incégnita
es la variable CAS contenida en el registro VX. El valor predefinido de VX es el

simbolo ‘X. Algunos ejemplos, en el modo ALG y con la variable VX =

muestran a continuacién:

: SDL'-.-'E'-.-'K[KS—E-K=I:|]

: SI:IL'-.-'E'-.-'H[HS—E--H=EB]
[SRIF+ HIEL | DEL+DEL L]

‘X', se

En el primer caso, SOLVEVX no pudo encontrar una solucién. En el segundo

caso, SOLVEVX encontré una solucién Unica, X = 2.
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Las siguientes figuras muestran la pantalla RPN en la solucién de los ejemplos
anteriores (antes y después de aplicar la funcién SOLVEVX):

1: b i
Ui 1:
[HELF] | | | B HELF] | | |

T

la ecuacién usada como argumento para la funcién SOLVEVX debe ser
reducible a una expresién racional. Por ejemplo, la ecuacién siguiente no serd
procesada por SOLVEVX:

b SOLYENE
Error: )
Mot reducible
to a rational

: SOLVENELE-1=[{+1] 1o EXPression
"Moot reducible to & k., "Hot reducible to 5 .

La funcién ZEROS

La funcién ZEROS se utiliza para encontrar las raices (o ceros) de una ecuacién
polinédmica, sin mostrar la multiplicidad de las mismas. La funcién ZEROS
requiere como argumentos una ecuacién o expresién y la variable a
despejarse. Ejemplos en modo ALG se muestran a continuacién:

. =
: ROk -k S ] zeR0sin =gzl
{E‘ g _i+idE _1-iE =5 T§ "5 »
2 2 e 2 2 =

Para utilizar la funcién ZEROS en modo RPN, escribase primero la expresién o
ecuacién polinémica, seguida de la variable a ser despejada. Después de
esto, se deberd activar la funcién ZEROS.  Las siguientes figuras muestran la
pantalla RPN en la solucién de los ejemplos anteriores (antes y después de
aplicar la funcién ZEROS):

Péagina 6-5



=0

1-ifE

.

{ 1+id2

=
=
1

las funciones de soluciones simbélicas (Symbolic Solver) presentadas
anteriormente producen soluciones para ecuaciones racionales (principalmente,
ecuaciones polinémicas). Si la ecuacién a resolverse tiene solamente
coeficientes numéricos, es posible obtener una solucién numérica utilizando las
funciones de soluciones numéricas (Numerical Solver) en la calculadora.

Ment de soluciones numéricas
La calculadora provee un ambiente para la solucién numérica de ecuaciones

algebraicas o trascendentes. Para activar este ambiente, activese primero el
meny de soluciones numéricas (NUM.SLV) utilizando (P)Mmsy . Esta accién
produce una lista de opciones incluyendo:

Y2 HEW R= 'H' ALG
F

ltem 2. Solve diff eq.. sera discutido en un capitulo posterior sobre ecuaciones
diferenciales ltem 4. Solve lin sys.. sera discutido en un capitulo posterior sobre
matrices. ltem 6. MSLV (inglés, Multiple equation SolVer, o solucién de
ecuaciones miltiples) serd presentado en el capitulo siguiente. A continuacién
se presentan aplicaciones de las opciones 3. Solve poly.., 5. Solve finance, y 1.
Solve equation.., en ese orden. El Apéndice A, en la Guia del Usuario,
contiene instrucciones para el uso de las formas interactivas con ejemplos
basados en las soluciones numéricas de las ecuaciones. Lla opcion 6. MSLV
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(solucién de ecuaciones mltiples, o Mutiple equation SolVer) se presentard
més adelante en este Capitulo.

Notas:

1. Cuando se resuelve una ecuacién utilizando las soluciones numéricas en
el mend NUM.SLV, la solucién se mostrard en la pantalla después de
terminarse la operacién. Esta accién es dtil si se requiere utilizar la
solucién numérica mds reciente en otras operaciones de la calculadora.

2. las aplicaciones de soluciones numéricas (NUM.SLV) usualmente crean
una o mas variables en la calculadora.

Ecuaciones polinémicas
Cuando se tiliza la opcién Solve poly... en el ambiente SOLVE de la

calculadora uno puede:

1. Encontrar la(s) solucién(es) de una ecuacién polinémica;

2. Obtener los coeficientes de un polinomio, dadas las raices; y

3. Obtener una expresién algebraica para un polinomio como funcién de la
variable CAS, usualmente ‘X'

Solucién(es) de una ecuacién polinémica

Ty o+

Una ecuacién polinémica es una ecuacién de la forma: apx” + a,,.1x™
a;x + ag = 0. El teorema fundamental de la &lgebra indica que hay n
soluciones en cualquier ecuacién polinémica de orden n. Algunas de las
soluciones podian ser nimeros complejos, sin embargo. Por ejemplo,

resuélvase la ecuacién: 3s4 + 2s3-s +1=0.

Los coeficientes de la ecuacién deberdn escribirse como el siguiente vector:
[3,2,0,-1,1]. Para resolver esta ecuacién polinémica, utilicese lo siguiente:

(PIwmsy (39 3
G5B/ D) UD _ s (0) Vector de coeficientes
_ 2

Seleccionar Solve poly...

Resolver la ecuacién
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La pantalla mostrard la solucién de la forma siguiente:

ULYE AN-E°N+.+A1-5+A0

CogFFicignts [ an .. a1 a0 1

EE-:E-:E-:‘I-:I-]

Figats:

Entar roots or pross FOLVE

Presiénese para recobrar la pantalla normal.  La pantalla mostraré los
siguientes resultados en modo ALG o en modo RPN:

Foot =i [0, 422194094623,
+{EL | BEL+[DEL L[TInz =

Para ver todas las soluciones, presionar <3 para activar el editor de linea:

Root st [0 4321340946232,

iRoots:
[v.432194894623, —. 389,
+DEL | DEL+JDEL L[ TNz =

Todas las soluciones o raices son ntmeros complejos para este caso:

(0.432,-0.389), (0.432,0.389), (:0.766, 0.632), (0.766, 0.632)

Nota: Recuerde que los nimeros complejos en la calculadora estan
representados como pares ordenados, con el primer nomero en el par
siendo la parte real, y el segundo nimero, la parte imaginaria. Por ejemplo,
el nimero (0.432,-0.389), un nimero complejo, serd escrito normalmente

como 0.432 - 0.389i, donde i es la unidad imaginaria, es decir, i2=-1.
Nota: El teorema fundamental de la dlgebra indica que hay n soluciones
para cualquier ecuacién polinémica de orden n. Existe ofro teorema del
dlgebra que indica que si una de las soluciones a una ecuacién polinémica
con coeficientes reales es un nimero complejo, entonces el conjugado
complejo de ese nimero es también una solucién. Es decir, las soluciones
complejas a una ecuacién polinémica con coeficientes verdaderos se dan en
pares. Eso significa que las ecuaciones polinémicas con coeficientes reales
de orden impar tendran por lo menos una solucién real.
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Generacién de coeficientes de un polinomio dadas las raices
Supéngase que se desean generar los coeficientes de un polinomio cuyas

raices son los nomeros [1, 5, 2, 4]. Para utilizar la calculadora con este
propdsito, siganse las siguientes instrucciones:

CPnwmsy 8 3 Seleccionar Solve poly...
@Iy Vector de raices

_

Calcular coeficientes

Presiénese para recuperar la pantalla normal.  los coeficientes se
mostrarén también en esa pantalla.

ULYE AN-E°N+.+A1-5+A0

Fipats:

[1-,5-,_2-54-]

Entdr Co@FFicignts o prefs Z0LVE

Presiénese la tecla 3 para activar el editor de linea y poder ver el vector de
coeficientes en su totalidad.

Nota: Si usted desea crear un polinomio con coeficientes verdaderos,
pero con raices complejas, usted debe incluir las raices complejas en pares
de conjugados complejos. Para ilustrar el punto, genere un polinomio que
tiene las raices [1 (1,2) (1,-2)]. Verificar que el polinomio que resulta tenga
solamente coeficientes verdaderos. También, genere un polinomio con las
raices [1 (1,2) (-1,2)], y verifique que el polinomio que resulta tiene
coeficientes complejos.

Generacién de una expresion algebraica para el polinomio
Uno puede utilizar la calculadora para generara una expresién algebraica de

un polinomio dados los coeficientes o las raices del polinomio. La expresién
que resulta estd dada en términos de la variable CAS, usualmente ‘X.( Nota:
Ud. puede sustituir X por otras variables usando la funcién |.)
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El siguiente ejemplo muestra como obtener la expresién algebraica de un
polinomio dados los coeficientes. Astmase que los coeficientes del polinomio
son [1,5,2,4]. Utilicense las siguientes instrucciones:

Ceonumsy <3 <) Seleccionar Solve poly...

D)/ WD =D Vector de coeficientes

) (@)
D

ENTER Recobrar pantalla normal

Generar expresién simbélica

La expresion generada se muestra en la pantalla como: 'X*3+5*X"2-2*X+4".

El siguiente ejemplo muestra como obtener la expresién algebraica de un
polinomio dadas las raices del mismo. Astmase que las raices del polinomio
son [1,3,2,1]. Utilicense las siguientes instrucciones:

Ceonmsy 3 <) Seleccionar Solve poly...
@) Vector de raices

N\

ENTER Recobrar pantalla normal

Generar expresién simbélica

La expresién generada se muestra en la pantalla como: '(X-1)*(X-3)*(X+2)*(X-1)".
Para ejecutar las multiplicaciones en esta expresién, utilicese la funcién
EXPAND. La expresion que resulta es: 'X*4+-3*X" 3+ -3*X*2+11*X-6".

Una técnica diferente para obtener la expresién para el polinomio es generar
los coeficientes primero, y después generar la expresién algebraica con los
coeficientes obtenidos. Por ejemplo, para este caso:

CPnwmsy v 3 Seleccionar Solve poly...
@) Escriba el vector de raices
2 2

Calcular coeficientes

Generar la expresién simbdlica

N\

ENTER Volver a la pantalla normal.
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La expresién generada asi se muestra en la pantalla como: 'X*4+-3*X"3+ -
3*XM2+11*X+6*X"0". Los coeficientes se listan en el nivel 2 de la pantalla.

Calculos financieros
Los célculos en la opcién 5. Solve finance.. en el ment de soluciones numéricas

(Numerical Solver, NUM.SLV) se utilizan para determinar el valor del dinero
con el tiempo. Este tipo de célculos es de interés en la disciplina de la
ingenieria econémica y otras aplicaciones financieras. Los célculos financieros
se activan a través de las teclas (P)munc (asociada con la tecla (9)). Antes
de discutir detalladamente la operacién de los célculos financieros,

presentamos algunas definiciones necesarias para entender las operaciones
financieras en la calculadora.

Definiciones
A menudo, en el desarrollo de proyectos, es necesario solicitar préstamos de

instituciones financieras o de fondos publicos. La cantidad de dinero prestada
se refiere como el valor presente (inglés, Present Value, PV). Este dinero debe
ser compensado a través n periodos (tipicamente mltiplos o submdltiplos de
un mes) sujeto a una tasa de interés anual de 1%YR. El nimero de periodos
por afio (inglés, Periods per year, P/YR) es un nimero entero de los periodos
en los cuales el afo serd dividido con el fin de compensar el dinero del
préstamo. Los valores tipicos de P/YR son 12 (un pago por mes), 24 (pago
dos veces al mes), o 52 (pagos semanales).

El pago (inglés, payment, PMT) es la cantidad que el prestatario debe pagar al
prestamista al principio o al final de cada uno de los n periodos del préstamo.
El valor futuro del dinero (inglés, Future Value, FV) es el valor que la cantidad
prestada de dinero valdré al final de los n periodos. El pago ocurre
tipicamente en el final de cada periodo, de modo que el prestatario comience
a pagar en el final del primer periodo, y paga la misma cantidad fija en el
final del segundo, del tercer, del etc., hasta el final del periodo n.

Ejemplo 1 - Calculando el pago de un préstamo
¢Si $2 millones se piden prestados en una tasa de interés anual de 6.5% que

se compensard en 60 cuotas, qué debe ser la cuota (pago)?2 Para que la
deuda sea compensada totalmente en 60 meses, los valores futuros del
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préstamo deben ser cero. Asi pues, con el fin de usar los célculos financieros
utilizaremos los valores siguientes: n = 60, 1%YR = 6.5, PV = 2000000, FV =
0, P/YR = 12. Para escribir los datos y calcular el pago, PMT, use:

(51 ) Finvance Comenzar la forma interactiva para finanzas

Escriba n = 60

Escriba 1%YR = 6.5 %

Escriba PV = 2,000,000

Ignore PMT

Escriba FV = 0, seleccionar la opcién End

Ay @ Seleccione PMT y calcule

La pantalla de la solucién serd la siguiente:

FE TINE WALUE OF HOTIET
=1e) IR: B
=08

FovR: 12
Emnd

Entar payHent aHount or SOLVE

La pantalla muestra el valor de PMT como -39,132.30, es decir, el prestatario
debe pagar al prestamista los $ 39.132.30 al final de cada mes los 60 meses
préximos para compensar la cantidad entera.  La razén por la cual el valor de
PMT resulta ser negativo es porque la calculadora esté mirando el flujo de
dinero desde el punto de vista del prestatario. El prestatario tiene + US $
2,000,000.00 en el periodo t = O, entonces él comienza pagar, es decir,
agregando -US $ 39132.30 en los periodos t = 1, 2, ..., 60. Al alcanzar t =
60, el valor neto en las manos del prestatario es cero. Ahora, si usted toma el
valor los $ 39.132.30 y lo multiplica por los 60 pagos, el total pagado por el
prestatario es $ 2.347.937.79. Asi, el prestamista obtiene un beneficio neto de
$ 347.937.79 en los 5 afios que su dinero estd utilizado para financiar el
proyecto del prestatario.

Ejemplo 2 - Calculando la amortizacién de un préstamo
la misma solucién al problema en el ejemplo 1 puede ser encontrada

, que significa AMORTIZATION. Esta opcién se utiliza para
calcular cudnto del préstamo se ha amortizado en el final de cierto ntmero de

presionando
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pagos. Suponer que utilizamos 24 periodos en la primera linea de la pantalla
de la amortizacién, es decir, Usted

conseguiréd el resultado siguiente:

. Enfonces, presione

5 AHORTIZE

E-+FY | AHOR

El prestatario todavia tiene que pagar un balance de $1.276.788.57 en los 36
meses préximos.

Se interpreta esta pantalla como indicando que después de 24 meses de
pagar la deuda, el prestatario ha pagado $ 723.211.43 de principal, y $
215.963.68 de interés. El prestatario todavia tiene que pagar un balance de
$1.276.788.57 en los 36 meses préximos.

Verifique qué sucede si usted substituye 60 en el item Payments: de la pantalla
de la amortizacién, y presiona | La pantalla ahora muestra:

e L I
-2.16E-&

E-+FY | AHOR

Esto significa que al final de 60 meses se han pagado $ 2.000.000.00 se ha
pagado de principal, junto con $ 347.937.79 de interés, con el balance siendo
que el prestamista debe el prestatario $ 0.000316.

Por supuesto, el balance debe ser cero. El valor mostrado en la pantalla arriba
es simplemente un error que resulta de la solucién numérica.
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Presione o , dos veces, volver a la pantalla normal de la calculadora.

Ejemplo 3 - Calculando pago con pagos al principio del periodo
Resolvamos el mismo problema que en los ejemplos 1y 2, pero usando la
opcién de que el pago ocurre al principio del periodo de pago. Use:

(1) ANANCE Activar célculos financieros

Escriba n = 60

Escriba 1%YR = 6.5 %

Escriba PV = 2,000,000

Ignore PMT

Escriba FV = 0, opcién End seleccionada
Cambiar la opcién del pago a Begin

@ ©

Seleccionar PMT y calcular

La pantalla ahora muestra que el valor de PMT es  $-38.921.47, es decir, el
prestatario deben pagar al prestamista $ 38.921.48 al principio de cada mes,
los 60 meses préximos. Note que la cantidad que el prestatario paga
mensualmente, si paga al principio de cada periodo de pago, es levemente
menor que lo pagado al final de cada periodo de pago. la razén de esa
diferencia que el prestamista consigue ganancias de interés de los pagos
hechos al principio del periodo, aliviando asi la carga en el prestamista.

Notas:

1. Los célculos de finanzas de la calculadora permiten que usted calcule
cualquiera de los términos implicados, es decir, n, 1%YR, PV, FV, P/Y,
dados los términos restantes en el célculo del préstamo.  Simplemente

§. El

seleccione el valor que usted desea calcular, y presione #
resultado seréd mostrado en la localidad seleccionada.
2. Los valores calculados en el ambiente financiero de la calculadora se

copian a la pantalla con su etiqueta correspondiente.
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Borrando las variables
Cuando usted utiliza el ambiente financiero de la calculadora por la primera

vez dentro el directorio HOME, o cualquier sub-directorio, generara las

variables para almacenar los términos
correspondientes en los cdlculos. Usted puede ver el contenido de estas
variables usando:

Usted puede guardar estas variables para uso futuro, o utilizar la funcién
PURGE para borrarlas de su directorio. Para borrar todas las variables
inmediatamente, si usa modo de ALG, intente lo siguiente:

Escriba PURGE, prepare lista de variables

Escriba el nombre de la variable N

Escriba una coma

Escriba el nombre de la variable 1%YR

Escriba una coma

Escriba el nombre de la variable PV

Escriba el nombre de la variable PMT(®
Escriba una coma

Escriba una coma

Escriba el nombre de la variable PYR

Escriba una coma

Escriba el nombre de la variable FV
ENTER Ejecute la instruccién PURGE

Las pantallas siguientes muestran la instruccién PURGE para eliminar todas las
variables en el directorio, y el resultado después de ejecutar la instruccién.

URGECL 'H'y ' TNYR'

VB TEMT s CPYR s PURGECOH' 'TRYR' 'PY' PMT

Ey MOWA
SKIF4 +DEL | DEL+JDEL L [SKIF# +UEL | DEL~JDEL L]

En modo RPN, la instruccién se ejecuta de esta manera:
SRl Elaborar una lista de variables a remover
Escriba nombre de la variable N
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Escriba nombre de la variable 1%YR
Escriba nombre de la variable PV
Escriba nombre de la variable PMT
Escriba nombre de la variable PYR
Escriba nombre de la variable FV

ENTER Escriba lista de variables en la pantalla
TOO!

Elimine las variables en la lista

Antes de ejecutar la instruccién PURGE, la pantalla de RPN luciré asi:

1: <M I%YR PY PMT PYR FY

Solucién de ecuaciones con una sola incégnita con el NUM.SLV
El ment NUMSLV provee la opcién 1. Solve equation.. para resolver
ecuaciones de una sola incégnita, incluyéndose ecuaciones algebraicas no-

lineales, y ecuaciones trascendentes. Por ejemplo, resuélvase la ecuacién: e*

sin(mx/3) = 0.

Simplemente escribase la expresién como un objeto algebraico y almacénese
la misma en la variable EQ. Llos pasos a seguir en modo ALG son los
siguientes:
) () D (=IE)IT
O (D@ (=B P) = I
(570 (apra) (B) () (Q] (EnTe)
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La funcién STEQ

La funcién STEQ se utiliza para almacenar el argumento en la variable EQ,
por ejemplo, en modo ALG:

: STEE[EK—SIH[%FE]
HOYA

Z ICHANLIFOLEA| HESE [HELYE

En modo RPN, escribase primero la ecuacién entre apéstrofes y activese la
funcién STEQ. La funcién STEQ puede utilizarse, por lo tanto, como una
forma simple de almacenar expresiones en la variable EQ.

Presiénese para ver la variable EQ que se acaba de crear:

. IEK—SIH[T%—KFEIIIEI]
&” -5 IH[ T |=a

A continuacién, activese el ambiente SOLVE y selecciénese la opcién Solve
equation..., utilizando: (P)mumsw § La pantalla mostrard lo siguiente:

OLYVE EQUATION

Entar Function to solug
EDIT [CHOOS

La ecuacién almacenada en la variable EQ se muestra en la opcién Eq de la
forma interactiva denominada SOLVE EQUATION. Asi mismo, se provee una
opcién denominada x, que representa la incégnita a resolverse.  Para
encontrar una solucién a la ecuacién es necesario seleccionar la regién de la
forma interactiva correspondiente a la x: utilizando la tecla <30, y presionar la
La solucién proveida es X: 4.5006E-2:

tecla
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OLVE EQUATION

Entgr walug or prass SOLVE
INFn

Esta, sin embargo, no es la nica solucién posible para esta ecuacién. Para
obtener, por ejemplo, una solucién negativa, escribase un nimero negativo en
la  opcion  x: antes de resolver la  ecuacién. Por  ejemplo,
S La nueva solucién es x: -3.045.

Procedimiento de la solucién para Fquation Solve...
Las soluciones numéricas de las ecuaciones trabajan como sigue:

*  Permite al usuario escribir o escoger una ecuacién para
resolver.

*  Crea una forma interactiva con localidades correspondientes a todas
las variables incluidas en la ecuacién almacenada en la variable EQ.

* El usuario necesita incorporar los valores para todas las variables
incluidas, excepto una.

* El usuario entonces destaca la localidad que corresponde a la

incégnita para que resolver la ecuacién, y presiona
*  El usuario puede forzar una solucién proporcionando un valor inicial
en la localidad apropiado antes de resolver la ecuacion
La calculadora utiliza un algoritmo de bisqueda para establecer claramente un
intervalo para el cual la funcién cambia de signo, lo que indica la existencia
de una raiz o de una solucién. Entonces utiliza un método numérico para
converger en la solucién.

La solucién que la calculadora busca se determina por el valor inicial presente
en el localidad de la incégnita. Si no hay valor presente, la calculadora utiliza
un valor prefijado de cero. Asi, usted puede buscar mas de una solucién a una
ecuacién cambiando el valor inicial en el localidad de la incégnita. Ejemplos
de las soluciones de las ecuaciones se muestran posteriormente.
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Ejemplo 1 - Ley de Hooke para la deformacién y el esfuerzo
Lla ecuacién a utilizar es ley de Hooke para la deformacién normal en la

direccién x para una particula sélida sujeta a un estado de esfuerzos dado por

O-xx O-xy Xz
O-yx O-yy yz
O-zx O-zy O-zz

1
La ecuacién es e :E[O-xx -n-(0,,+0_)]+a-AT, enla cudl e, es el

esfuerzo unitario en la direccion x, d,y, 0y, y 0, son los esfuerzos normales

y
sobre la particula en las direcciones x, y, y z, E es el médulo de Young o
médulo de elasticidad del material, n es el cociente de Poisson del material,
es el coeficiente de la extensién termal del material, y AT es un incremento de

temperatura.

Suponer que se dan los datos siguientes: oy,= 2500 psi, o, =1200 psi, y o,
= 500 psi, E = 1200000 psi, n = 0.15, o = 0.00001/°F, AT = 60 °F. Para
calcular la deformacion ey, use lo siguiente:

(P ) Numsty Activa soluciones numéricas

() _ew Activa el escritor de ecuaciones
A este punto siga las instrucciones del capitulo 2 en cémo utilizar el Escritor de

ecuaciones para construir una ecuacién. La ecuacién a entrar en la localidad
Eq debe lucir como se muestra a continuacién (notar que utilizamos solamente
un subindice para referir a las variables, i.e., e, se traduce como ex, etc. -

esto se hace para ahorrar tiempo de escritura):

x=%-[-:rx—n-licru+-:rz:l:l+a-aT

| CUFRS | EIG u] EVAL [FRETO]
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Utilizar los atajos siguientes para los caracteres especiales:

o: ) (> (S o W ()@ A: W ()@

y recuerde que las letras mintsculas son incorporadas usando antes
de la tecla de la letra, asi, x se escribe como @ (<) .

Presione para volver a la pantalla de la solucién. Escriba los valores
propuestos arriba en las localidades correspondientes, de modo que la
pantalla de la solucién se muestren de esta manera:

 ZOLVE EQUATION 3

« B8, =T: EQ

Enter ualug of prezs ZOLYVE

Con la localidad ex: seleccionada, presione para encontrar ex:

ZOLYE ECUATIONZ
Eq: ex=1-E*Cax—n*Cog+a,
ec: EFM E: 128, = 25,
e 15 e 12, w2 SEE
w @8, «T: A

Enter walug or press SOLVE

La solucién se puede resolver dentro de la forma interactiva SOLVE EQUATION

al presionar mientras que la localidad ex: esté seleccionada. El valor que
resulta es 2.470833333333E-3. Presione

para cerrar el editor.

Suponer que usted desea determinar el médulo de Young el cual produciré una
deformacién ey, = 0.005 bajo el mismo estado de esfuerzos, despreciando la

extensién termal. En este caso, usted debe escribir un valor de 0.005 en la
localidad ex:, y un cero en la localidad AT: (con AT = O, no hay efectos
termales incluidos). Para calcular E, seleccione la localidad E: y presione
El resultado, visto con el editor i es, E =449000 psi. Presione
para regresar a la pantalla normal.
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Note que los resultados de los cdlculos que se realizaron dentro de la pantalla
de las soluciones numéricas se han copiado a la pantalla:

E
ext 2. 47FR333323333E-3
E: 449064,

También, usted verd todas las variables correspondientes a esas variables en la
ecuacién almacenada en EQ (presione para ver todas las variables en su
directorio), esto es, las variables ex, 4T, &, sz, sy, n, ox, y E.

Ejemplo 2 - Energia especifica en flujo de canal abierto
la energia especifica en un canal abierto se define como la energia por

unidad de peso medido con respecto al fondo del canal. Sea E = energia
especifica, y = profundidad del canal, V = velocidad del flujo, g = aceleracién
de la gravedad, entonces escribimos
2
E=y+—.
Y 29

La velocidad del flujo se escribe como V = Q/A, donde Q = caudal, A = érea
de la seccién transversal.  El area depende de la seccién transversal utilizada,
por ejemplo, para una seccién transversal trapezoidal, como se muestra en la
figura inferior, A = (b+m-y) -y, donde b = ancho del fondo, y m = pendiente
lateral de la seccién transversal.

" —
y %

v
k—b—|

Podemos escribir la ecuacién para E segin se mostré anteriormente y utilizar

las variables auxiliares A y V, de modo que la forma interactiva que resulta
tenga localidades para las variables fundamentales y, Q, g, m, y b, como
sigue:
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Primero, cree un sub-directorio llamado SPEN (inglés, SPecific ENergy)
y trabaje dentro de ese sub-directorio.
Después, defina las variables siguientes:

ml 1 & H
b+megly'kA | |

o L e bED
s Ly FETEITES

Active las soluciones numéricas para resolver ecuaciones:

() Numsty | Note que la forma interactiva contiene las localidades
para las variables y, Q, b, m, g:

Enter Function to zalug

EDIT [CHoos]  [waks|  [ERFRS]

Use los datos de entrada siguientes: E = 10 ft, Q = 10 cfs (pies
cGbicos por segundo), b= 2.5 f, m = 1.0, g = 32.2 ft/s%

ZOLVE ERUATION

H E=y+\ 2 0 2%g2
T +-
¢ 16 ;2.

H:

Enter walug or press SOLVE
EDIT] |  [weks|  [soLvEl
Calcule y.

ZOLVE ERUATION

Enter walug or press ZOLVE

EDIT] | | ks [INFa [soLvE]
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El resultado es 0.149836.., es decir, y = 0.149836.

* Se sabe, sin embargo, que hay realmente dos soluciones disponibles
para y en la ecuacién de la energia especifica. La solucién que
acabamos de encontrar corresponde a una solucién numérica con un

valor prefijado para y, es decir, siempre que la

localidad de la incégnita esté vacia, el valor inicial es cero). Para

valor inicial de O (e

encontrar la ofra solucién, necesitamos escribir un valor mayor para vy,
, seleccione la localidad y , y calcule y una vez més:

digamos

OLYE ERUATION

Eq: E=y+i 20 2%g0
T v CAEEEETM
'Y %E :

H:

Entar ualug or press SOLVE

[EpTT| | [whks [InFo[s0LvE]
El resultado ahora es 9.99990, es decir, y = 9.99990 ft.

Este ejemplo ilustra el uso de variables auxiliares de escribir ecuaciones
complicadas. Cuando se activa NUM.SLV, las substituciones implicadas por
las variables auxiliares se activan, y la pantalla de la solucién para la ecuacién
proporciona las localidades para las variables primitivas o fundamentales que
resultan de las substituciones. El ejemplo también ilustra una ecuacién que tiene
mds de una solucién, y cémo la eleccién del valor inicial puede producir esas
diversas soluciones.

En el ejemplo siguiente utilizaremos la funcién DARCY para encontrar factores
de friccién en tuberias. Asi, definimos la funcién en la seccién siguiente.

Funcién especial para el flujo de tuberias: DARCY (¢/D,Re)
La ecuacién de Darcy-Weisbach se utiliza para calcular la pérdida de energia

(por unidad de peso), h;, en un flujo a través de una tuberia de digmetro D,

rugosidad absoluta €, y longitud L, cuando la velocidad del flujo en la tuberia
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2
es V. Se escribe la ecuacién como /1, = f£V— La cantidad f se sabe
‘ D 2¢g
pues el factor de la friccion del flujo y del él se ha encontrado para ser una
funcién de la rugosidad relativa de la pipa, €/D, y un nimero de Reynolds
(adimensional), Re. Se define el numero de Reynolds como Re = pVD/u =
VD/v, donde p y u son la densidad y la viscosidad dinamica del liquido,
respectivamente, y v = p es la viscosidad cinematica del liquido.

la calculadora proporciona una funcién llamada DARCY que usa como
entrada la rugosidad relativa £/D y el nomero de Reynolds, en ese orden, para
caleular el factor de friccion f. La funcién DARCY puede encontrarse a través
del catélogo de funciones:

Al T i
™ CATALOG: Pe5 COMHANDE I

DEDICACE

Por ejemplo, para ¢/D = 0.0001, Re = 1000000, usted puede encontrar el
factor de la friccion usando:  DARCY(0.0001,1000000). En la pantalla
siguiente, la funcién >NUM ()fue utilizado obtener un valor numérico de la
funcién:

s DARCYT. BEEA] 1 BAREEE]
DFIEEEE ] %QE 1,1866666

El resultado es f = DARCY(0.0001,1000000) = 0.01341...
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La funcién FANNING(s/D,Re)
En usos de la aerodindmica se utiliza un diverso factor de friccién, el factor de

friccion de Fanning. El factor de friccién de Fanning, f; se define como 4 veces
el factor de friccion de Darcy-Weisbach, £ la calculadora también
proporciona una funcién llamada FANNING que usa los mismos argumentos
que DARCY, esto es, £/D y Re, y proporciona factor de friccién de FANNING.
Verificar que FANNING(0.0001,1000000) = 0.0033603589181s.

Ejemplo 3 - Flujo en una tuberia
Usted puede desear crear un sub-directorio separado (PIPELINES) para intentar

este ejemplo.  El flujo que gobierna de la ecuacién principal en una tuberia
es, por supuesto, la ecuacién de Darcy-Weisbach . Asi, escriba la ecuacién
siguiente en EQ:

También, escriba las variables siguientes (f, A, V, Re):

= _fNOL , , e | v
h=Zat | 'mo b
: DARCY|E Re|pt " A .
DHRE‘T‘[%,RE "'E
O T O O N N [ T T A N
mh [
|m| 4 III|II Dl H
H =1 3 H o | Jei)
] MO
A u
gnnm—g T T O 0
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En este caso almacenamos la ecuacién principal (ecuacién de Darcy-
Weisbach) en EQ, y después substituimos varias de sus variables por otras
expresiones con la definicién de las variables f, A, V, y Re. Para ver la
ecuacién combinada, use EVALEQ). En este ejemplo cambiamos el ajuste de
la pantalla para poder ver la ecuacién entera en la pantalla:

*EVALCER]

l

g LDARCY| £, ——

hF

L

Asi, la ecuacién que estamos solucionando, después de combinar las diversas
variables en el directorio, es:

OD
2 2
h —SQ_L.DARCY ﬁ,M

- gD’ D Nu

La ecuacién combinada tiene variables primitivas: h, Q, [, g, D, e, y Nu.

Active las soluciones numéricas ((2)numsy ) ver las variables primitivas

listadas en la pantalla SOLVE EQUATION:

Enter Function to folug
EDIT [CHO0E WARE

Suponer que utilizamos los valores hf = 2 m, ¢ = 0.00001 m, Q = 0.05 m3/s,
Nu = 0.000001 m2/s, L = 20 m, y g =9.806 m/s2, encontrar el diametro D.
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Escriba los valores conocidos, y calcule D, La solucién es: 0.12, esto es, D =
0.12 m.

ZOLVE ERUATIONE

hf=f W 2xl o C2xgxEDn

A

A5 e (A, L 2@
1 9.8,

Entar walug or prass SOLVE
INFO |50

Si la ecuacién es dimensionalmente consistente, usted puede agregar unidades
a los valores de entrada, segin se muestra en la figura siguiente. Sin embargo,
usted debe agregar esas unidades al valor inicial en la solucién. Asi, en el
ejemplo siguiente colocamos O_m en la localidad D: antes de solucionar el
problema. La solucién se muestra en la pantalla a la derecha:

OLYE ECUATION

q: hf =f #\ 2l 2e5geba
A e
! S_.. ho: A, L 18_m

SOLYE ESUATION 3
Eq: hf =f ¥V 2L 2%g¥D2
hF: 2_m £ LGB, n=gm
W @S, e H@, L2 2E_m
a: 9, 8.

Entar walug or press IOLVE
INFn

ladgsedE_mn '

CHNCL

Presione para volver a la pantalla normal de la calculadora. La solucién
para D ser& enumerada en la pantalla.

Ejemplo 4 - Gravitacién universal
Lla ley de Newton de la gravitacién universal indica que la magnitud de la
fuerza atractiva entre dos cuerpos de masas m; y m, separados por una
M, -M,

P
Aqui, G es la constante de gravitacional universal, cuyo valor se puede obtener
con el uso de la funcion CONST:

distancia r se calcula por la ecuacion F =G -

*COMSTIG
2

6 ET2S9E-11_ 5‘
= kg
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Podemos calcular cualquier término en la ecuacién (excepto G) escribiendo la
ecuacién como:

EDIT | CURE

Esta ecuacion entonces se almacena en EQ:

E
6. E7259E-11_ 5‘
= kg
. F=CDH5T{G]-%&E@

Activando las soluciones numéricas para esta ecuacién da lugar a una forma
interactiva que contiene para F, G, m1, m2, y r.

Enter Functien to solug
EDIT |CHimZ

Solucionemos este problema usando unidades con los valores siguientes para
las variables conocidas m1 = 1.0x10% kg, m2 = 1.0x10'% kg, r = 1.0x10"!

m. También, escriba un valor de O_N en la localidad F para asegurar la
solucién apropiada usando unidades en la calculadora:

TTOLVE ECUATIONE
F=(E.67259E-11_m"3.

’ m2: 1.E12_..
1806Eg,, « 10606860,

Enter walug or press SOLVE

Caleule F, y presione para volver a la pantalla normal de la calculadora.
La solucion es F : 6.67259E-15_N, o F = 6.67259x1071° N.
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Nota: Al usar unidades en las soluciones numéricas cerciorarse de que
todas las variables tengan las unidades apropiadas, que las unidades son
compatibles, y que la ecuacién es dimensionalmente homogénea.

Diversas maneras de incorporar ecuaciones en EQ
En todos los ejemplos mostrados anteriormente hemos incorporado la ecuacién

que se solucionard directamente en la variable EQ antes de activar las
soluciones numéricas. Usted puede escribir la ecuacién que se solucionaré
directamente en el ambiente de soluciones numéricas al editar el contenido de
la localidad EQ en la forma interactiva. Si la variable EQ no se ha definido
la

previamente, cuando usted active las soluciones numéricas (=) Aumsty
localidad EQ seréd seleccionada:
EDIL [CHOOz
EUESL EAWCETOL L0 g
arhE ESMYLION
A este punto usted puede escribir una nueva ecuacién presionando £ Se

proporcionaran un par de apéstrofes de modo que usted pueda escribir la
expresion entre ellos:

ULYE EQUATION

Escriba una ecuacién, digamos, X*2 - 125 = 0, directamente en la pantalla, y

presione
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SOLYE ERUATION SOLYE EXUATION
Eq: B2 —125=H
hH

'Er2-125=04 Enter walug or press SOLYE

A este punto la ecuacién es lista para la solucién.

Alternativamente, usted puede activar al escritor de la ecuacién después de
presionar £ para escribir su ecuacién. Presione para volver a la
pantalla de soluciones numéricas.

Otra manera de incorporar una ecuacién en la variable de EQ es seleccionar
una variable que existe ya en su directorio y que se almacenard en EQ. Esto
significa que su ecuacién tendria que haber sido almacenada en una variable
previamente a activar las soluciones numéricas. Por ejemplo, suponer que
hemos almacenado las ecuaciones siguientes en las variables EQ1 y EQ2:

W —So=ARER]

5 H3—58=E
fa —at+tI0E=aRrERZ

aE—a+EBB=B
| Eed | E¢ [LETS [CHARL]

Ahora, active las soluciones numéricas ((2)numswy
localidad EQ. A este punto presione la tecla

) y seleccione la

Use las teclas ca\ <>

para seleccionar, digamos, la variable EQ1:
Henord: aq9acal [ felect: [
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Presione después de seleccionar EQ1 para cargarla en la variable EQ en

el ambiente de soluciones. La nueva ecuacién es lista ser solucionado.

Entar walug or prass S0LVE

El meno SOLVE

El mend SOLVE permite el acceso a alguno de las funciones de soluciones
numéricas a través de las teclas de mend. Para tener acceso a este ment use,
en modo RPN: 74 MENU, o en modo ALG: MENU(74). Alternativamente,
usted puede utilizar () (mantener) para activar el ment SOLVE.  Los sub-
menus proporcionados por SOLVE son los siguientes:

El sub-ment ROOT

El sub-ment ROOT incluye las funciones y los sub-mends siguientes:

[RooT] E¢ | | |

La funcién ROOT

La funcién ROOT se utiliza para resolver una ecuacién para una variable dada
con un valor inicial aproximado. En modo RPN la ecuacién estard en el nivel 3
de la pantalla, mientras que el nombre de la variable estara situado en el nivel
2, y la el valor inicial en el nivel 1. La figura siguiente muestra la pantalla de

RPN antes y después que activa la funcién

EOLVE] ROOT
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En modo ALG, usted utilizaria ROOT('TAN(6)=6','6",5) para activar la funcién
ROQOT:

: ROOTOTAMIE)I=A",'8",5)
7. 7252818200
(RooT] Ee | 1 |

Variable EQ

La tecla en este sub-ment se utiliza como referencia a la variable EQ.

Presionar esta tecla del ment es equivalente a usar la funcién RCEQ (inglés,
ReCall EQ, o ReCobrar EQ).

El sub-mend SOLVR
El sub-ment SOLVR activa la funcién de solucién (solver) para la ecuacién
almacenada actualmente en EQ. Algunos ejemplos se demuestran después:

Ejemplo 1 - Solucionar la ecuacién t2.5¢t = -4

Por ejemplo, si usted almacena la ecuacién ‘t"2-5*t=-4" en EQ, y presiona

activard el meng siguiente:
=
1:
+ |EEE Il Il Il

Este resultado indica que usted puede calcular t para la ecuacién listada en la
parte superior de la pantalla. Si usted intenta, por ejemplo, C<=)[ t ], le dara
el resultado t: 1., después de mostrar brevemente el mensaje “Solving for 1"
(Calculando t).  Hay una segunda raiz a esta ecuacién, que puede ser
encontrada cambiando el valor de t, antes de calcularlo nuevamente. Siga
estas instrucciones: 10 [ t ], después presione (<[ t ]. El nuevo resultado
es t: 4.0000000003. Para verificar este resultado, presione la tecla del meng
etiquetada
resultados en este caso son:

cudl evalta la expresion en EQ para el valor actual de t. Los
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i til,
11 4. BHEEEEEEEES

Leftil
! FE :
O | .= | I | I |
Para abandonar el ambiente SOLVR, presione (#%). El acceso al mens SOLVE
se pierde a este punto, asi que usted tiene que activarlo una vez mds segin se

[l TN

indicé anteriormente, para continuar con los ejercicios siguientes.

Ejemplo 2 - Resolver la ecuacion Q = at?+bt
Es posible almacenar en EQ una ecuacién que implica més que una variable,
digamos, ‘Q = at"2 + bt. En este caso, después de activar el ment SOLVE, y

4, usted conseguird la pantalla siguiente:
'
1

e a9 It I b |FETHI

Dentro de este ambiente de SOLVR usted puede proporcionar los valores para

presionar i

cualquiera de las variables enumeradas escribiendo el valor en la pantalla y
presionando las teclas correspondientes del mend. Por ejemplo, suponga que
usted escribe los valores Q = 14, a =2, y b = 3. Use:

4] Q 1,2[ a ],3[ b ]

A medida que las variables Q, a, y b, aceptan los valores numéricos
asignados, las asignaciones se enumeran en la esquina superior izquierda de
la pantalla. A este punto podemos calcular t, usando (50 't ]. El resultado

est: 2. Presion para obtener lo siguiente:

5

eF Lio,

= Left:1d

1: Right:1d
g g I+ 0l v IFTEE

Ejemplo 3 - Resolver dos ecuaciones simultaneas, una a la vez

Usted puede también resolver mas de una ecuacién usando una ecuacién a la
vez, y repitiendo el proceso hasta que se encuentra una solucién al sistema. Por
ejemplo, si usted almacena la siguiente lista de ecuaciones en la variable EQ: {
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‘a*X+b*Y = ¢, 'k*X*Y=s'}, las teclas
la pantalla siguiente:

en el ment SOLVE, producira

'
1:
I | I | N | | |

La primera ecuacién, a saber, a*X + b*Y = ¢, serd enumerado en la parte

superior de la pantalla. Usted puede escribir los valores para las variables a, b,
yc digamos:2[ a | 5[ b ] 19[ ¢ ]. También, puesto que podemos
solucionar solamente una ecuacién a la vez, escribamos un valor inicial para Y,
digamos, O [ Y ], y caleule X, usando (9)[ X ]. Esto produce el valor, X:
9.4999.... Para verificar el valor de la ecuacién a este punto, presione

Los resultados son:  Left (izquierda): 19, Right (derecha): 19. Para solucionar
la ecuacién siguiente, presione
meny como:

Lla pantalla muestra las teclas del

w9 DERREEREEEAES
Leftil9,
Fight:19

=TI

[ | I | I |

Digamos que escribimos los valores k = 2, s = 12. Entonces se calcula Y, y

presionamos Los resultados son, para Y:

E: #i9, S08RREREAEZ
: Leftild,
i Ei :
=H Vi.E3157894 7388
%E Lef

E L ¢ v I =

Entonces continuamos moviéndonos de la primera a la segunda ecuacién,
hacia adelante y hacia atras, solucionando la primera ecuacién para X y la
segunda para Y, hasta que los valores de X y de Y convergen a una solucién.
Para calcular X'y Y, use ()|
X 1, y3[ Y ], respectivamente. La secuencia siguiente de soluciones se
produce:

Para moverse de ecuacién a ecuacién, use
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Después de resolver las dos ecuaciones, una a la vez, notamos que, hasta el
tercer decimal, X es convergente a un valor de 7.500, mientras que Y es
convergente a un valor de 0.799.

Usando unidades con el sub-ment SOLVR
Estas son algunas reglas en el uso de unidades con el sub-ment SOLVR:

* Al escribir un valor inicial con unidades para una variable dadg,
introducird el uso de esas unidades en la solucién.

* Si un nuevo valor inicial se da sin unidades, las unidades
almacenadas previamente para esa variable particular seran
utilizadas en la solucién.

*  Para remover unidades, escriba un nimero sin unidades en una lista
como el nuevo valor inicial, es decir, use el formato {nGmero}.

* Una lista de nomeros se puede dar como valores iniciales para una
variable. En este caso, las unidades toman las unidades que
pertenecen al Gltimo nomero en la lista. Por ejemplo, al escribir {
1.41_ft 1_cm 1_m } las unidades de metro (m) se utilizarén para esa
variable.

* Lo expresién usada en la solucién debe tener unidades consistentes, o
resultard en un error al intentar la solucién.

El sub-menu DIFFE
El sub-mend DIFFE provee un nimero de funciones para la solucién numérica
de ecuaciones diferenciales. Las funciones proveidas son las siguientes:

Estas funciones se presentan detalladamente en el capitulo 16.
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El sub-mend POLY

El sub-ment POLY realiza operaciones en polinomios. Las funciones incluidas
son las siguientes:

Funcién PROOT
Esta funcién se utiliza para encontrar las raices de un polinomio dado un vector

que contiene los coeficientes polinémicos en orden decreciente de las potencias

de la variable independiente. Es decir si es el polinomio es a,x" + a,.1x™! +

... + agx? + ajx + ag, el vector de coeficientes se debe escribir como [a,, a,,.1,

. ,ap aj, agl. Por ejemplo, las raices del polinomio cuyos coeficientes son
[1,-5, 6]son ]2, 3].

Funcién PCOEF
Esta funcién produce los coeficientes [a, a,.1, ... , a aj , ag] de un

polinomio ax" + a,1x™" + ... + ayx? + ajx + ag, dado un vector de sus

raices [ry, ro, ..., ry].  Por ejemplo, un vector cuyas raices se dan por [-1, 2, 2,
1, 0], producird los coeficientes siguientes: [1, -4, 3, 4, -4, O]. El polinomio es
X2 - 4x* + 3x3 + 4x2 - 4x.

Funcién PEVAL

Esta funcién evalta un polinomio, dado un vector de sus coeficientes, [a,, a,.1,

1

., a9, ay, agl, y un valor xq, es decir, PEVAL calcula apxg” + ap.1xg™' + ...

+ apxp2 + axg + ag. Ejemplo de Por, para los coeficientes [2, 3, -1, 2] y un
valor de 2, PEVAL calcula el valor 28.

El sub-mend SYS

El sub-ment SYS contiene un listado de las funciones usadas para solucionar
sistemas lineares. Las funciones enumeradas en este sub-meng son:

Estas funciones se presentan detalladamente en el capitulo 11.
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El sub-mens TVM

El sub-ment de TVM (inglés, Time Value of Money, o valor temporal del dinero)
contiene las funciones para calcular el valor temporal del dinero. Esto es una
manera alternativa de solucionar problemas de finanzas (véase el capitulo 6).
Las funciones disponibles se demuestran aqui:

TUHFRO]HHORT] EEG =] |

El sub-mend de SOLVR
El sub-ment de SOLVR en el sub-ment de TVM activa las soluciones de

problemas de TVM. Por ejemplo, presionando a este punto, accionard

la pantalla siguiente:
S
i:
n el Fy ICFRT ICFY 1

Como ejercicio, intente usar los valores n = 10, 1%YR = 5.6, PV = 10000, y FV
=0, y use (29[ PMT ] para encontrar PMT = -1021.08.... Presionando (»7),

produce la pantalla siguiente:

1Z. ﬁagment5£gear
mode

FHT:(-16821. 82825423
[T EEQ ufl [ [ [

Presione para salir del ambiente SOLVR.  Regrese al sub-ment de TVM
dentro del sub-meni SOLVR para probar las otras funciones disponibles.

Funcién TVMROOT

Esta funcién requiere como argumentos el nombre de una de las variables en el
problema de TVM. La funcién produce la solucién para esa variable, dado
que las ofras variables existen y tienen valores que fueron almacenados
previamente. Por ejemplo, después de resolver el problema anterior de TVM,
podemos calcular ‘N, como sigue: [ ‘] @) @ Eve)

. El resultado es 10.
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Funcion AMORT
Esta funcién toma un valor que representa un periodo del pago (entre O y n) y

produce el principal, el interés, y el balance para los valores almacenados
actualmente en las variables de TVM. Por ejemplo, con los datos usados
anteriormente, si activamos la funcién AMORT para un valor de 10, se obtiene:

TYHEOIAHORT] EEG o] |

Funcién BEG
Si se selecciona esta opcién, los calculos de TMV tilizan pagos al principio de

cada periodo. Si no se selecciona esta opcién, los célculos de TMV utilizan
pagos al final de cada periodo.
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Capitulo 7
Solucién de ecuaciones multiples

Muchos problemas en la ciencia y la ingenieria requieren las soluciones
simulténeas de més de una ecuacién. la calculadora proporciona varios
procedimientos para solucionar ecuaciones mdltiples segin lo presentado
abajo. Los sistemas de ecuaciones lineares no se presentan en este capitulo.
Estos serdn presentados detalladamente en el capitulo sobre matrices y dlgebra
linear.

Sistemas de ecuaciones racionales
Llas ecuaciones que se pueden escribir como polinomios o expresiones

algebraicas racionales se pueden solucionar directamente con la calculadora
usando la funcién SOLVE. Usted necesita proporcionar la lista de ecuaciones
como elementos de un vector. La lista de las variables a calcular debe también
proporcionarse como un vector. Cerciérese que el CAS esté fijado al modo
Exact antes de procurar una solucién usando este procedimiento. También,
cuanto més complicadas las expresiones, el CAS toma més tiempo en resolver
un sistema particular de ecuaciones. los ejemplos de esta aplicacién se
presentan a continuacién:

Ejemplo 1 — Movimiento de proyectiles
Utilice la funcién SOLVE con los siguientes argumentos vectoriales, el primer

siendo la lista de ecuaciones: ['x = xO + vO*COS(60)*t' ‘y = yO +
vO*SIN(60)*t — g*t"2/2'|@m=), y el segundo las variables a calcular, digamos
ty y0, es decir, ['t' 'yO'].

La solucién en este caso se obtendré usando el modo RPN. En RPN, podemos
construir la solucién gradualmente. Sin embargo, la solucién en el modo ALG
es muy similar. Primero, almacenamos el primer vector (ecuaciones) en la
variable A2, y el vector de variables en la variable A1. Lla pantalla siguiente
demuestra la pantalla RPN antes de almacenar las variables.
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i [:-:=:-:IJ+I.IIJ-IIIIISIZ$IJ:I-1: y=yd+ulh I

A este punto, necesitamos solamente presionar (), dos veces, para
almacenar estas variables. Para resolver el problema, primero cambiamos el
modo del CAS a Exact, y después, listar el contenido de A2 y de AT, en ese
orden:

i [x:xmuu-coscam-t Y=Y+ umEIMm
1: Lt y0

Use la instrucciéon SOLVE (en el mend S.SLV: (9)ssv ). Después de unos 40
segundos, quizd mads, usted consigue como resultado la siguiente lista:
{ 't = (xx0)/(COS(60)*v0)’

'yO = (2*COS(60)"2*v0" 2*y+(g*x"2(2*x0*g+2*SIN(60))* COS(60) *v

0 2)*x+(x0"2*g+2* SIN(B0) *COS(80) *v0 2 *x0)))/(2* COS(60) 2*v0"2) |}
Presione para remover el vector de la lista, y después utilice la funcién
OBJ->, para descomponer el vector de la forma siguiente.

t= n=xi
TR
2 .3

: a g 20010 we e =[2uea
1: {[t il e BEE0R0Y " ud Y

ozcamiag 11

2.3

Nota: Este método funciona muy bien en este ejemplo porque las
incognitas ty yO son términos algebraicos en las ecuaciones. Este método no
funcionaria para calcular 80, puesto que 60 pertenece a un término
trascendente en las ecuaciones.
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Ejemplo 2 - Esfuerzos en un cilindro de pared gruesa
Considere un cilindro de pared gruesa con radios interno y externo a y b,

respectivamente, sujeto a una presién interna P; y a una presién externa P, A

cualquier distancia radial r del eje del cilindro el esfuerzo normal en las
direcciones radial y transversal, 6, y 0gg, respectivamente, se escriben:

@P-b-P, _a-b-(R-P)

Ogp = b P (b —d?)
@-P-b-P,_a-b-(P-P)

0, = 2 2 N
b-—a r--(b”—a”)

Note que los lados derechos de las dos ecuaciones difieren solamente en el
signo entre los dos términos. Por lo tanto, para escribir estas ecuaciones en la
calculadora, se sugiere escribir el primer término y almacenarlo en una
variable T1, después escribir el segundo término, y almacenarlo en T2. la
escritura de las ecuaciones posteriormente consistira en colocar el contenido de
T1y T2 en la pantalla y sumarlos y restarlos. Aqui es cémo se hace con el
escritor de ecuaciones:

Escribir y almacenar el término T1:

Escribir y almacenar el término T2:

22
g b (Pi—Po) sS 2P i-Pa)

r'2'[|:‘2_‘5‘2 ] FE-[bE—aE
1: 'T2!

EDIT | CURS | EIG =] EVAL |[FACTO
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Note que se utiliza el modo RPN en este ejemplo, sin embargo, el
procedimiento en modo ALG es muy similar. Cree la ecuacién para sy

() ()@ W) ()@ @ O (P =

VAR

O @EE @A

Cree la ecuacién para sy (AR

® E)_=

Produzca un vector con las dos ecuaciones, usando la funcién =>ARRY
(accesible en el catalogo de funciones () _ar ) después de escribir un (20

: At ipi-biibe gt b aFi-Fa)
b -a® 2bE -] :
O o S 2% : a3 aa
2 AR R I o N S St
. ERE NP
1: 2 b™-a il -a

I I I il [ | |

Ahora, suponga que deseamos calcular P;y P, dados a, b, 1, s, y Sgo-

Escribimos un vector con las incégnitas:

. [ g Fi-bOiFe  atbeFi-Fal
bz-ﬂz rzl[bz-ﬂz]
1: CFi Fo

| i [ | [ |

Para calcular P;y P,, use la funcién SOLVE en el meng S.SLV ((2)ssv_ ), puede
tomar a la calculadora un minuto para producir el resultado:
{['Pi={((c6-07)* " 2(c8+01)*a” 2)/(2*a*2))’
Po=(((08-01)*r" 2{(cB+01)*b 2)/(2*b*2)) 1}, i.e.,

1

Fo=

{[ . l:ﬂ--:l'l':l-rz-l:ﬂi-ﬂ'l’:l-uz
Fi

il

Note que el resultado incluye un vector [ ] contenido dentro de una lista { }.
Para quitar el simbolo de la lista, use (#40). Finalmente, para descomponer el
vector, use la funcién OBJ->. El resultado es:
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iuﬁ-urhrz-iﬂﬁ+urhuz

2ua®
3 2
Ll = T =R+ b

}ha

Fi

F

1: 3. X

Estos dos ejemplos constituyen sistemas de ecuaciones lineales que se pueden
resolver con la funcién LINSOLVE (ver el capitulo 11). El ejemplo siguiente
muestra la funcién SOLVE aplicada a un sistema de ecuaciones polinémicas.

Ejemplo 3 - Sistema de ecuaciones polinémicas

la pantalla siguiente muestra la solucién del sistema X2+XY=10, X%Y2=.5,
usando la funcién SOLVE:

'[HE+H#=1@H ?2 5]
[KE K=18K2—T2=—5
SI:IL'-.-'E[FIHI‘_;IS[H 'L "r'E']

2] [H=—5 Y=-21

Solucién a las ecuaciones simultaneas con MSLV
La funcién MSLV estd disponible como la Gltima opcién en el ment (P )mumsty

LEolug @quation..
LEolug diFF eq..

Eolug Lin sy,
Lo lug Findncd..

1
2
Forolug poly.,
I.I
5

La funcién informativa de la calculadora (oo (wx7)
referencia para la funcién MSLV:

SV
Dn pnlunnm1al malti-

muestra la siguiente

Sch [SIHiH}+? SESTH
E B3
£ 823é411é511 = EEEL.
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Ejemplo 1 - Ejemplo dado por la funcién informativa del CAS
La funcién informativa del CAS presenta un ejemplo de la funcién MSLV segin

se mostré anteriormente. Obsérvese que la funcién MSLV requiere tres

argumentos:

1. Un vector que contiene las ecuaciones, Vg., ‘[SIN(X)+Y,X+SIN(Y)=1]

2. Un vector que contiene las incégnitas, Vg., ‘[X, Y]

3. Un vector que contiene valores iniciales de la solucién, Vg., los valores
iniciales de X'y Y son ambos cero en este ejemplo.

para copiar el ejemplo a la pantallg,
presiénese para ejecutar el ejemplo. Para ver todos los elementos de la
solucién, es necesario activar el editor de linea al presionar la tecla direccional

vertical & :

En modo ALG, presiénese

*HELF

FMELMUCLS THCEHY B+S THCYE:
CSTME+Y S+STH0YI=1, 1 CF
+i'y B+HSIMCY =1,

2
4112611, —. 9651,

En modo RPN, la solucién de este ejemplo requiere lo siguiente antes de activar
MSLV:

P [STMO+Y ¥+SIHCI=1,
: L%
1 [, o,

Al activar la funcién MSLV se producen los siguientes resultados:

[SIHCAI+Y H+SIMI=1.

: L M
18 [1.22384112611 —. 26!
[HELF] | | |

Se habra observado que, mientras se produce la solucién, la pantalla muestra
informacién intermedia relacionada a la solucién en la esquina superior
izquierda. Como la solucién proveida por la funcién MSLV es numérica, la
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informacién en la esquina superior izquierda muestra los resultados del proceso
iterativo utilizado en la solucién del sistema de ecuaciones.  La solucién

producida por MSLV para este caso es X = 1.8238, Y =-0.9681.

Ejemplo 2 - Entrada de un lago a un canal abierto
Este problema particular en flujo de canales abiertos requiere la solucién

2
simulténea de dos ecuaciones, la ecuacién de la energia: H, = y+—, yla
2

Cu A5/3

ecuaciéon de Manning: Q =—
n

P S, . En estas ecuaciones, Hy
representa la altura de energia (m, o ft) disponible para un flujo en la entrada
a un canal, y es la profundidad de flujo (m o ft), V = Q/A es la velocidad del
flujo (m/s o ft/s), Q es la descarga volumétrica (m3/s o ft3/s), A es el area de
la seccion transversal (m? o ft2), C, es un coeficiente que depende del sistema
de unidades (C, = 1.0 en el sistema SI, C, = 1.486 para el sistema de
unidades inglés), n es el coeficiente de Manning, una medida de la rugosidad
de la superficie del canal (por ejemplo, para una superficie de concreto u
hormigén, n = 0.012), P es el perimetro mojado de la seccién transversal (m o
ft), S, es la pendiente del fondo del canal expresada como fraccién decimal.

Para un canal trapezoidal, segin lo demostrado abajo, el drea se calcula con

A=(b+my)y, mientras que el perimetro mojado se calcula con

P=b+2y\1+m* , donde b es el ancho del fondo de la seccion (m o ft), y

m es la pendiente lateral (1V:mH) de la seccién.

Tipicamente, uno tiene que resolver las ecuaciones de la energia y de Manning
simulténeamente para y y Q. Una vez que estas ecuaciones se escriban en
términos de las variables primitivas b, m, y, g, S, n, Cu, Q, y H,, tendremos un

sistema de ecuaciones de la forma f1(y,Q) = 0, f5(y,Q) = 0. Podemos construir

estas dos ecuaciones como sigue.
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Asumimos que utilizaremos los modos ALG y Exact en la calculadora, aunque
el definir las ecuaciones y solucionarlas con MSLV es muy similar en el modo
RPN. Cree un sub-directorio, digamos CHANL (inglés, open CHANnel, o
canal abierto), y dentro de ese sub-directorio defina las variables siguientes:

==
g 2
: Ho=y+=—#ER1 3
29 =ty ':'2 JEoRERE
F_§
I T I I N
o BT &
P EBY
2
Fl
: (b+meglgkA .
bty

: (b+mealglkA

b+ 1+m2

Para ver las ecuaciones originales, EQ1 y EQ2, en términos de las variables
primitivas enumeradas arriba, podemos utilizar la funcién EVAL aplicada a
;

se enumeran en la pantalla como sigue (se usan caracteres de menor tamafio):

cada una de las ecuaciones, es decir, Las ecuaciones

v a a z y a
tha ey 1+HEFF‘ ST b T+ Yy T He b+ 2y T HT g
3 EMALCERZY

b+2digidH ™ +1 E 2

FEMALIERLY o £ 2 [ B et PR
25+ @iy ™o ib "+ Yoy b2y T e g = 2 2
2 2 3 y 2 | | 2
2T raib T H Yy T He b+ 2y fe Ab+2iygedn 41

Podemos ver que estas ecuaciones estdn dadas de hecho en términos de las
variables primitivas b, m, y, g, So, n, Cu, Q, y H,.
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Para calcular y y Q necesitamos dar valores a las ofras variables. Suponga
que utilizamos Hyp=5f, b=15f m=1,n=0.012 Sg = 0.00001, g =
322, y Cu = 1.486. Antes de poder utilizar MSLV para la solucién,
necesitamos incorporar estos valores en las variables correspondientes. Esto
puede lograrse como sigue:

*SkHo LA1ZkN
11.5kb . HE0E1kSD

Ahora, somos listos solucionar la ecuacién. Primero, necesitamos poner las dos
ecuaciones en un vector. Podemos hacer esto almacenando el vector en una
variable que llamamos EQS (inglés, EquationS, o ecuaciones):

L A 3 =1=1 ]
1.486
:[EQ] EQZIRERS
H v2+2-~ﬂ AelSo D3
=z ¢ =
3P

Como valores iniciales para las variables y y Q utilizaremos y = 5 (igual al
valor de H,, cudl es el valor maximo que y puede tomar) y Q = 10 (esto es una

conjetura). Para obtener la solucién seleccionamos la funcién MSLV del meng
NUM.SLY, es decir, (PIwmsy (C6)
pantalla:

para copiar la instruccién a la
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| I X=1~
:[EQ1 EIHEIII*EIRS

Ha ye +2ug HEcuBT
n3J—

2ng
SLAVC#

Después, escribimos la variable EQS: , seguido del vector [y,Q]:
)& (@) @ D

y de la conjetura (Z)__ (DI D)2 (10D,

Antes de presionar @), la pantalla resultante es la siguiente:

| I 2=1~
:[EQ1 EIHEIII*EIRS

Ha ye +2ug AlSoe oo

== 3 =

F
SLMCERS, [u, 1], [5: 16132

Presione para resolver el sistema de ecuaciones. Si la medida angular no
estd fijo a radianes, la calculadora puede solicitar cambio a esa medida
angular, como sigue:

:[EC ER2IMERS

Rﬂd:.ﬂl'l Hodg an?
Hn:u

SLYWCERS, [iyga G, ES 1EH3I

Presione y permita que la solucién proceda. Un paso intermedio de la

solucién puede mostrarse como sigue:
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.3588%2986286 !
WtEupg o AEoCud]
. !

9 n3F
SLYCEDS, [u, @, [5, 1643

Ho

El vector en la parte superior de la pantalla muestra [y,Q] a medida que
progresa la solucién, y el valor.358822986286 representando el criterio de
convergencia del método numérico usado en la solucién. Si el sistema se
plantea bien, este valor disminuird hasta alcanzar un valor cerca de cero. En
ese punto una soluciéon numérica se habra encontrado. La pantalla, después de
que MSLV encuentre una solucién, lucird de esta manera:

Fall=] = =
n2F
: MSLYIERS,[9 21,05 181)
v2+2n=|_g o A-[Sar c:u
2

Ho

n3J—

El resultado es una lista de tres vectores. El primer vector en la lista serd las
ecuaciones resueltas. El sequndo vector es la lista de incognitas. El tercer vector
representa la solucién. Para poder ver estos vectores, presione la tecla <& que
activa el editor de linea. La solucién serd mostrada como sigue:

EAD WYZ HEW E~ 'H' ALG
nar
l T Tg -

2

n
[Ho=CW"2+42%g%gl - 2¥g,
E A ]

E_ 99%696132?6 28, 661

La solucién sugerida es [4.9936.., 20.661...]. Esto significa, y = 4.99 ft, y Q =

20.661... #3/s. Usted puede utilizar las teclas (@O D @) para ver la
solucién detalladamente.
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Usando el Multiple Equation Solver (MES)

El MES (inglés, multiple equation solver, o solucién de ecuaciones multiples) es
un ambiente donde usted puede resolver un sistema de ecuaciones multiples
usando una ecuacién a la vez. No es realmente una solucién simultdneq, si no,
una solucién consecutiva de ecuaciones. Para ilustrar el uso del MES para la
solucién de ecuaciones multiples presentamos una aplicacién relacionada con
la trigonometria en la seccién siguiente. Los ejemplos demostrados aqui se
desarrollan en el modo de RPN.

Aplicacién 1 - Solucién de triangulos
En esta seccién utilizamos una aplicacién importante de funciones
trigonométricas: calcular las dimensiones de un trigngulo. La solucién se pone

en ejecucién al usar el MES.

Considere el triangulo ABC mostrado en la figura siguiente.

A

La suma de los angulos interiores de cualquier trigngulo es siempre 180°, es

decir, o+ B +7y= 180°. La ley de los senos indica que:

La ley de los cosenos indica que:
a? = b? + 2 — 2bbbchcosa,
b? = a? + c? - 2babchcosh,
c? = a? + b? - 2babbbcosg.
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Para resolver cualquier trigngulo, usted necesita conocer por lo menos tres de
las seis variables siguientes: a, b, ¢, a, b, g. Entonces, usted puede utilizar las
ecuaciones de la ley de los seno, ley de los cosenos, y la suma de dngulos
inferiores de un triangulo, para calcular las otras tres variables.

Si se conocen los tres lados, el érea del trigangulo se puede calcular con la

formula de Herén: Az\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c), donde s se conoce

a+b+c
—2.

como el semi-perimetro del trigngulo, es decir, s =

Solucién del triangulo usando el MES

El MES es un ambiente que se puede utilizar para solucionar ecuaciones
acopladas. Debe indicarse, sin embargo, que el MES no soluciona las
ecuaciones simultaneamente. Sino que toma las variables conocidas, y
después busca en una lista de ecuaciones hasta que encuentra una que se
puede resolver para una de las variables desconocidas. Entonces, busca otra
ecuacién que se pueda resolver para las incégnitas siguientes, etcétera, hasta
que todos las incégnitas se hayan resuelto.

Crear un directorio de trabajo

Utilizaremos el MES para la solucién de trigangulos creando una lista de las
ecuaciones que corresponden a los leyes de los senos y de los coseno, la ley
de la suma de angulos interiores, y la férmula de Herén para el érea. Primero,
cree un sub-directorio dentro del directorio HOME que llamaremos TRIANG, y
active ese directorio. Vea el capitulo 2 para las instrucciones en cémo crear un
nuevo sub-directorio.

Escribir la lista de ecvaciones

Dentro del sub-directorio TRIANG, escriba la lista siguiente de ecuaciones
directamente en la pantalla o usando el escritor de ecuaciones. (Recuerde que
@) ()@ produce el caracter o, y produce el caracter B. El
caracter y necesita ser copiado ({##) de la pantalla () a4 ):

‘SIN(ar)/a = SIN(B)/b’
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‘SIN(0))/a = SIN(y)/c’
‘SIN(B)/b = SIN(y)/<’
‘"2 = a"2+b"22*a*b*COS(y)’
‘"2 = a”2+c*22*a*c*COS(B)’
‘a2 = b"2+c"22*b*c*COS(w)’
‘o+B+y = 180’
‘s = (a+b+c)/2’
‘A = (s*(s-a)*(s-b)*(s<))’

A continuacién, escriba (9, y crear una lista de ecuaciones usando la funcién
SLIST (use el catélogo de funciones (P)_ar ). Almacene esta lista en la
variable EQ.

La variable EQ contiene la lista de las ecuaciones que seran exploradas por el
MES al intentar calcular las incégnitas.

Escribiendo el titulo de la pantalla
Después, crearemos una variable de caracteres que se llamara TITLE que
contenga el texto “Triangle Solution”, como sigue:

Py Abrir comillas

Asegurar teclado en mintsculas
(OO E@E® @ @ @® k) Escribir texto: Triangle_
E@O@@@@d@M Escribir texto: Solution

ENTER Incorporar “Triangle Solution” al stack
) Abrir apoéstrofes

(@A) () (T) (D (T (U (B) (BVTeR) Escribir ‘TITLE’

Almacenar texto en ‘TITLE’

Crear una lista de variables
Después, crear una lista de nombres variables en la pantalla que luzca asi:
{abcaPyars:
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y almacénela en la variable LVARI (Lista de VARIables). La lista de variables
representa el orden en la cual las variables seran listadas cuando el MES se
active. Debe incluir todas las variables en las ecuaciones, o no trabajaré con
la funcién MITM (véanse las siguientes secciones).

Presione (4r), si es necesario, para recobrar el meng de variables. Su meng
debe mostrar las variable

Preparacién para activar el MES

El paso siguiente es activar el MES e intentar una solucién de prueba. Antes de
que hagamos que, sin embargo, deseamos fijar las unidades angulares a DEG
(grados), si no han sido seleccionadas previamente, usando:

BB O 0T .

Después, deseamos mantener en la pantalla el contenido de las variables
TITLE y LVARI, usando:

Utilizaremos las funciones siguientes del MES

*  MINIT: (inglés, MES INITialization): inicializa las variables en las
ecuaciones almacenadas en EQ.

*  MITM: (inglés, MES’ Menu ltem): Toma un titulo en nivel 2 de la
pantalla y la lista de variables del nivel 1y coloca el titulo encima de
la pantalla del MES, y la lista de variables como teclas del mend en el
orden indicado por la lista. En el actual ejercicio, tenemos ya un titulo
(“Triangle Solution”) y una lista de variables ({ a b c a By 2 s })
en los niveles 2 y 1, respectivamente, listos para activar MITM.

*  MSOLVR: (inglés, MES SOLVER); activa el Multiple Equation Solver
(MES) y aguarda la interaccién con el usuario.

Activando el MES interactivamente

Para activar el MES, con las variables TITLE y LVARI listadas en la pantalla,
active la instruccién MINIT, seguida de MITM, y finalmente, MSOLVR (estas
funciones se localizan en el catélogo de las funciones () _ar ).

El MES se activa con la lista siguiente de las variables disponibles (Presione
para ver la lista siguiente de variables):
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F;-u | | I 10 I e [ 1 F;ﬁ 10 1[ 1[ 10 [.ﬂ!;

Presione para ver la tercera lista de variables. Usted debe ver:
1:
o

Presione una vez mds para recuperar el primer mend variable.

Intentemos una solucién simple, usando a =5, b =3, c = 5. Use lo siguiente:

5[ a ] a:5 se lista en la esquina superior izquierda.
3 b ] b:3 se lista en la esquina superior izquierda.
5[ ¢ ] c:5 se lista en la esquina superior izquierda.

Para calcular los éngulos use:
[ o] Se reporta una solucién o: 72.5423968763

Nota: Si usted consigue un valor que sea mayor que 180, use lo

siguiente:
COC)] o ] Re-inicializar a un valor mas pequefio.
[ o ] Se reporta una solucién

Después, calculamos los otros dos valores:
[ B 1] El resultado es B: 34.9152062475.

&0 7y 1] El resultado es y: 72.5423968762.

Usted debe tener los valores de los tres angulos enumerados en los niveles 3 a
1 de la pantalla. Presione (), dos veces, para comprobar que de hecho la

suma es 180°.

: o 432, 34 2I98ET

: o r e oG 2EIEETE :

: F:24.9153286247 : oot 432, 542396876
1: A V2. SRR ETE 1: 126,
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Presione para moverse al menu siguiente de las variables. Para calcular el
drea use: (9)[ A ). Lla calculadora primero soluciona para el resto de
variables, y enseguida encuentra el area como A: 7.15454401063.

q=432.54239?35
A: 7. 15454461655

q
=]
=
1

Nota: Cuando se encuentra una solucién, la calculadora divulga las
condiciones para la solucién ya sea como Zero (cero, o raiz), o Sign Reversal
(cambio de signo). Otros mensajes pueden ocurrir si la calculadora tiene
dificultades el encontrar de una solucién.

Presione
temporalmente los resultados intermedios.  Presione
soluciones:

para calcular todas las variables, demostrando

para ver las

Trianala falution
54

e by =l

72. 5455985762
6.5

7. 15454401063

Eghs |[FEINT
Al terminar, presione para volver al ambiente MES. Presione para
salir del ambiente de MES y volver a la pantalla normal de la calculadora.

Organizandbo las variables en el sub-directorio

Su men( variable ahora contendrd las variables (presione para ver el
segundo conjunto de variables):

(TR
=
(TR

1
IER T T | _a [Hpar | Eg¢ |TITLE

Las variables que corresponden a todas las variables en las ecuaciones en EQ
se han creado. Hay también una nueva variable llamada Mpar (MES
parameters), la cudl contiene la informacién con respecto a la creacién del
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MES para este sistema particular de ecuaciones. Si Ud. usa
el contenido de la variable Mpar, Usted recibird el mensaje criptico: Library
Data (datos de biblioteca). El significado de esto es que los parametros del MES
estan cifrados en un archivo binario, que no se puede acceder con el editor de

para ver

linea.

Después, deseamos colocarlos las etiquetas del ment en un orden diferente al
que fue enumerado anteriormente, a través de los siguientes pasos:

1. Crear la lista { EQ Mpar LVARI TITLE }, usando:
2. Coloque el contenido de LVARI en la pantalla, usando:
Ensamblar las dos listas presionando ().

4. Use la funcién ORDER (use el catdlogo de funciones, (P) _ar ) para

ordenar las variables segin lo demostrado en la lista en el nivel 1.
5. Presione para recuperar su lista de las variables. Resultando en:

Ei E

6. Presione para recuperar el primer ment de variables.

w

UserRPL de solucién de triGngulos con el MES
Para facilitar la activacién del MES para soluciones futuras, crearemos un

programa que cargue el MES con una sola tecla. El programa es el siguiente:
<< DEG MINIT TITLE LVARI MITM MSOLVR >>, y puede escribirse usando:

(P «» Abrir simbolos de programa
Asegurar teclado en alpha
@@ Escribir DEG (grados)
@AM @A @) Escriba MINIT

Liberar teclado
Listar la palabra TITLE
Listar la palabra LVARI

Asegurar teclado en alpha

@ @@ m Escribir MITM_

@E OO ® Escribir MSOLVR

ENTER Pasar programa a la pantalla
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Almacenar el programa en un variable llamada TRISOL, (inglés, TRlangle
SOLution, o solucién de trigngulos) , usando:

@@ @ @ @ ¢ @ @&

Presione (#8), de ser necesario, para recuperar su lista de variables.  Una

tecla llamada estard disponible en su meng.

Activando el programa - ejemplos de solucion

Para activar el programa, presione la tecla Usted ahora tendré

disponible el ment MES correspondiente a la solucién de trigngulos.
Intentaremos ejemplos de tres casos para la solucién del triangulo.

Eiemplo 1 - Trignqulo recto
Use a =3, b=4, c=5. Aqui estd la secuencia de la solucién:

G[a]&@) [b13D][c] Escriba los datos

[ o ] El resultado es o: 36.8698976458
[ B ] El resultado es B: 53.1301023541.
&Il v 1] El resultado es y: 90.

NXT Para moverse al menu siguiente
(<] a ] El resultado es A: 6.

Para moverse al menu siguiente

Ejemplo 2 - Cualquier tipo de tridngulo

Use a = 3, b =4, c = 6. El procedimiento de solucién usado aqui consiste en
caleular todas las variables inmediatamente, y después recuperarlas en la

pantalla:
VAR

Para activar el MES

(3)[ a ][ b 1) ¢ ] Escriba los datos

NXT Para moverse al menu siguiente

| Solucionar para todos las incégnitas
Muestra la solucién

La solucién es:
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El punto cuadrado en indica que los valores de las variables, mas bien
que las ecuaciones de las cuales se obtienen, estaran mostrados en la pantalla.
Para ver las ecuaciones usadas en la solucién de cada variable, presione la

tecla §

La pantalla ahora luce como ésta:

=3 =
' gt 2=b" 24+ 2-2%bE,,
'g={a+b+cd 2!

'A=Ti=%{=—alr+=—h.

La tecla §

se utiliza para imprimir la pantalla en una impresora, si ésta
estd disponible. Lla tecla

regresa al ambiente MES para una nueva
solucién, de ser necesario. Para volver a la pantalla normal de la calculadora,

presione (48] .

la tabla siguiente de las soluciones del trigngulo demuestra los datos de
entrada en letra negrilla y la solucién en itdlica. Intente activar el programa con
estos datos para verificar las soluciones. Recuerde presionar al final
de cada solucién para re-inicializar variables y comenzar la solucién MES de

nuevo. Si no, usted puede pasar informacién de la solucién anterior que puede
afectar sus célculos actuales.
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a | b | < a6 g9 A
2.5 16.9837| 7.2 |20.229, 75 |84.771 8.6933
7.2 8.5 14.26 122.616| 27 130.38|23.309
21.92| 17.5 | 13.2 90 52.98 1 37.03 | 1155
41.92| 23 29.6 75 32 73 1328.81
10.27 | 3.26 | 10.5 77 18 85 16.66
17 25 32 31.79 | 50.78 | 97.44 210.71

Adicién de una tecla informativa a su directorio

Una tecla informativa puede ser dtil para ayudarle a recordar la operacién de
las funciones en el directorio. En este directorio, todo lo que necesitamos
recordar es que debemos presiona '
triangulo.  Escriba el programa siguiente: <<“Presione [TRISO] para empezar.”
MSGBOX >>, y almacénelo en un variable llamada INFO. Consecuentemente,

I para comenzar una solucién de

la primera variable en su directorio serd la tecla.

Aplicacién 2 - Velocidad y aceleracién en coordenadas polares
El movimiento bidimensional de una particula en coordenadas polares implica

a menudo el determinar las componentes radiales y transversales de la
velocidad y de la aceleracién de la particula dados r, v = dr/dt, r” = d?r/dt?,
0,0=do/dty 0" = d2e/dt2. Se utilizan las ecuaciones siguientes:

. . A2
v, =7 a =r—r@

”

Vg =r0 a, =r6+270

Cree un sub-directorio llamado POLC (inglés, POlar Coordinates), cudl
utilizaremos calcular velocidades y aceleraciones en coordenadas polares.
Dentro de ese sub-directorio, incorporar las variables siguientes:

Programa o valor En la variable:
<< PEQ STEQ MINIT NAME LIST MITM MSOLVR >> SOLVEP
"vel. & acc. polar coord." NAME
{rrD DD 6D 6DD vr vO v ar a6 a } LIST
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{'vr=rD" 'vB =r*6D" 'v=1(vr"2 + v6"2)'
‘ar = rDD - r*6D"2' 'a® = r*6DD + 2*rD*6D'
'a =(ar*2 + a6"2)' } PEQ

Una explicacion de las variables sigue:

SOLVEP =
NAME =
LIST =

PEQ =

r, rD, rDD =

6D, 6DD =

un programa que activa el MES para el sistema particular de
ecuaciones almacenado en variable PEQ;

1

una variable que almacena el nombre del MES, a saber, "vel.
& acc. polar coord.";

una lista de las variable usada en los calculos, puestas en el
orden de aparicién requerido en el MES;

lista de las ecuaciones que se solucionarén, correspondiendo
a los componentes radiales y transversales de la velocidad
(vr, v0) y aceleracién (ar, ad) en coordenadas polares, asi
como las ecuaciones para calcular la magnitud de la
velocidad (v) y de la aceleracién (a) cuando se conocen las
componentes polares.

r (coordenada radial), rpunto (primera derivada de r), rdos
puntos (segunda derivada de r).

O-punto (primera derivada de 6), 6-dos puntos (segunda
derivada de 6).

Suponer que le dan la informacién siguiente: r= 2.5, rD = 0.5, DD =-1.5, 6D

= 2.3, 6DD = -6.5, y le piden encontrar vr, v6, ar, a6, v, y a.

Comenzar el MES presionando

la calculadora produce una

antalla etiquetada, "vel. & acc. polar coord.", que se muestra a continuacién:
4

EH
1-

H
c A ep e

Para incorporar los valores de las variables conocidas, escriba el valor y
presione la tecla que corresponde a la variable que se entrard. Utilizar lo
siguiente: 2.5 [r] 0.5[rD ] 1.5 [fDD] 2.3[6D ]6.5 [eDD].
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Note que después de que usted incorpore un valor particular, la calculadora
exhibe la variable y su valor en la esquina izquierda superior de la pantalla.
Ahora hemos incorporado las variables conocidas. Para calcular las incégnitas
podemos proceder de dos maneras:

a. Calcular variables individuales, por ejemplo, C9)[ vr ] produce vr:
0.500. Presione ()& vO ] para obtener vO : 5.750 , efcétera. Los
resultados restantes son v: 5.77169819031; ar: -14.725; a6: -13.95; y
a: 20.2836911089;; o,

La

b. Calcular todas las variables inmediatamente, presionando
calculadora mostraré brevemente las soluciones a medida que las
encuentra. Cuando la calculadora para, usted puede presionar
para enumerar fodos los resultados. Para este caso tenemos:

Presione la tecla de ment para ver las ecuaciones usadas para cada

una de las soluciones en la pantalla:

. po bl coord
H=t-*%H[
Posl et 2 . g2, 0!
: lar=rDh=r#abz2. !
I 'af=srEaD0+2, ¥rDx,.,
'a=lCar" 2. +ag"2, 2!

Para utilizar un nuevo conjunto de valores presione, ya sea

W), o ()
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Intentemos otro ejemplo usando r = 2.5, vr =D =-0.5, DD =15, v=3.0, a
= 25.0. Encuentre 6D, 6DD, v6, ar, y a8. Usted debe obtener los resultados

siguientes:

L Ecns [FRINT] | |EH

LA=*A[
'ar=rDbh—-r=ap"2, !
'a=liart2, a2, .

'af=rxaDh+2. #rD.
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Capitulo 8
Operaciones con listas

Las listas son un tipo de objeto utilizado por la calculadora que tienen mucha
utilidad en el procesamiento de datos. En este Capitulo se presentan ejemplos
de operaciones con listas.

Definiciones
Una lista, dentro del contexto de la calculadora, estd una serie de objetos
incluidos entre llaves y separados por los espacios (<)), en el modo RPN, o
comas (CP) __2), en ambos modos. Los objetos que se pueden incluir en una
lista son numeros, letras, cadenas de caracteres, nombres variables, y/o
operadores. Las listas son dtiles para monlpular datos y en olgunos usos de
progromooon Algunos ejemplos de listas son:i % 1 ¥, -

En los ejemplos mostrados a continuacién nos limitaremos a las listas
numéricas.

Creando y almacenando listas
Para crear una lista en modo ALG, escribanse primero las llaves (20U, a
continuacién escribanse los elementos de la lista, separados por comas
((PJ)__1). En el siguiente ejemplo se escribe la lista {1 2 3 4} y se almacena
en la variable L1.
@ W @) 4
O (7o) () (0 (L1 ) (@vrer)

La pantalla mostrard el siguiente:

1,222,421
ZRIF[SRIF] HEL | DEL+[DEL L] TNz m

+OEL | DEL+ |DEL L| InZ m

La figura a la izquierda muestra la pantalla antes de presionar @&, mientras
que la de la derecha muestra la pantalla después de almacenar la lista en L1.
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Noétese que antes de presionar la lista muestra las comas que separan sus
elementos. Sin embargo, después de presionar @), las comas se substituyen
por los espacios.

Para crear y almacenar la misma lista en modo RPN utilicese:

oI wslcalealcaleslcalesics
@) @ (D & )

La figura a continuacién muestra la pantalla de RPN antes de presionar G100 :

Composicién y descomposicion de listas

la composicién y descomposicion de listas tiene sentido en modo RPN
solamente.  Bajo tal modo operativo, la descomposicién de una lista es
alcanzada usando la funcién OBJ>. Con esta funcién, una lista en la pantalla
de RPN se descompone en sus elementos, con el nivel de la pantalla 1:
mostrando el nimero de elementos en la lista. Los dos tiros siguientes de la

pantalla muestran la pantalla con un uso pequefo de la lista antes y después
de la funcién OBJ->:

Noétese que, después de aplicar OBJ->, los elementos de la lista ocupan niveles
4: a 2:, mientras que el nivel 1: muestra el nimero de elementos en la lista.

Para componer una lista en modo RPN, poner los elementos de la lista en la
pantalla, incorporar el tamafio de la lista, y aplicar la funcion >LIST
(seleccionarlo del catélogo de funciones, como sigue: (P)_ar (P) —>,
después use (@< para localizar la funcién SLIST). Los tiros siguientes de la
pantalla muestran los elementos de una lista del uso del tamafio 4 antes y
después de la funcién >LIST:
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Nota: La funcién OBJ-> aplicado a una lista en modo ALG reproduce
simplemente la lista, agregando a ella el tamafio de la lista:

FOB+{Z 2 -1}
22-123.

Operaciones con listas de nomeros
Para demostrar operaciones con las listas de nomeros, crearemos un par de

otras listas, ademds de la lista L1 creada anteriormente: 12={-3,2,1,5}, L3={-
6,5,3,1,0,3,-4}, L14={3,2,1,5,3,2,1}. En modo ALG, la pantalla parecerd esto
después de incorporar las listas L2, L3, L4:

-2 21 3¥kL2

-2215
t-e53183 42
-£521032-
sE-213522 14
2215221

En modo RPN, la pantalla siguiente muestra las tres listas y sus nombres listos
ser almacenado. Para almacenar las listas en este caso usted necesita
presionar tres veces.

Cambio de signo
Cuando se aplica la tecla de cambio de signo ((3)) a una lista de nomeros, se

cambia el signo de cada elemento de la lista. Por ejemplo:

L1
1. 2. 3. 4.

-L1
=1, -2. =3. -4.
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Adicién, substraccién, multiplicacién, y divisién
La multiplicacién o divisién de una lista por un nomero real se distribuye
miembro a miembro de la lista, por ejemplo:

—5L2
{15 -18 -5 -25
L1
5
L2 .4 .6.8

La substraccién de un nimero de una lista se interpreta sustrayendo el nimero
de cada elemento de la lista, por ejemplo:

Lz

iL2-18

3213

i—-13. 8. -9, -5,

la adicién de un nimero a una lista produce una lista con un elemento
adicional (el nomero adicionado), y no la adicién del nomero a cada elemento
de la lista. Por ejemplo:

iL1

1224
iL1+5
12346
[ L7 [ L4 [ L1 [TRIAN]

Substraccién, multiplicacién, y divisién de listas de nomeros del mismo tamarfio
resulta en una lista del mismo tamafio con las operaciones respectivas
ejecutadas miembro a miembro. Ejemplos:

LI-LZS
4, 8. 2. -1.
tL1L2
:L1-L2 {-2. 4. 2. 20.
{4, 8. 2. -1. L1
tL1L2 LZ
=3, 4. 3. 20. -, 232323233332 1. 2. .

La division L4/L3 producird un resultado infinito porque uno de los elementos
en la lista L3 es cero.
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Si las listas involucradas en una operacién tienen tamafios diferentes, se
produce un mensaje de error (Invalid Dimensions, dimensiones incompatibles).

El signo de suma ((£)), cuando se aplica a listas, produce un operador de
concatenacién que liga o concatena dos listas, en vez de sumar los elementos
miembro a miembro. Por ejemplo:

sL1+L2
1234-3215

Para forzar la adicién de dos listas del mismo tamafio miembro a miembro, es
necesario utilizar el operador o funcién ADD (sumar). Este operador puede
activarse utilizando el catdlogo de funciones ((P)_ar ). Lla pantalla que se
muestra a continuacién muestra la aplicacién del operador ADD a las listas L1
y L2, produciendo la suma de las mismas miembro a miembro:

L1 ADD L2
2449

Funciones de nimeros reales en el teclado
Las funciones de némero reales en el teclado (ABS, €%, LN, 10%, LOG, SIN, x2,

v, COS, TAN, ASIN, ACOS, ATAN, y*) pueden aplicarse a listas. He aqui
algunos ejemplos:

ABS EXPy LN
L1
Lz " 1 2 3 4
=3 215k {E'E'E'E'}
H [ =) sLHIL1)

L0 LM LMD 200 HG2D
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LOG y ANTILOG

: LOGILA)
18 LOGIZ) LOGIZ) LOGI4T

LG

{W 10 10 1@REEE

——

SIN, ASIN

s SIMIL1)
STHITT SIMIZ] STHIZ) SIHiH
:HSIH[%]

- . SA4E92654015 , 2A125H

TAN, ATAN

s TAHIL1)]

TAMC1) TAMGZY TAMC2T TAMIK
s ATAMHILZY

—ATAMEZT ATAMIZ] % ATAMLY

SQ y raiz cuadrada

PSRl
14918}

e L2
=105 2 1[5}

COS, ACOS

: COSILZ)
COSIE COSE] COSI) COSS
‘ chs[%]

1. 47EE290563 1, 369420

INVERSE (1/x)

s IHWIL1)
il
224

Funciones de nimeros reales del meni de MTH
Las funciones de interés en el mend MTH incluyen, del mend HYPERBOLIC:

SINH, ASINH, COSH, ACOSH, TANH, ATANH, y del meno REAL: %, %CH,
%T, MIN, MAX, MOD, SIGN, MANT, XPON, IP, FP, RND, TRNC, FLOOR, CEIL,
D->R, R>D. Algunas de las funciones que toman un solo argumento se ilustran
a continuacién se aplicaron a las listas de nimeros verdaderos:

SINH, ASINH

2 STHHIL 1)
STMHILT SIMHIZ) STHHIS) SH
:HSIHH[%}

—. 29067304 FIET . 1956
[f=INH] CO2H [ACOH] TANH |

COSH, ACOSH

P ACOSHIL 1)
B ACOSHZ) ACOSHIS) ACOS K
[AEINH] CoH [RCOZH] TANH |
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TANH, ATANH

ATAHHCLY ATAMHIZY ATAHHK
[f=INH] CO2H [ACOEH] TANH |

IP, FP

SIGN, MANT, XPON
TSIGAICT]

P MANTIIBELE)

11113

2. 2. 1. 5.}
FRPOMLL 18]
120 20 2a 2al
| STih [ HANT [ BFon | IF |

FLOOR, CEIL

FFLOOREL. 2 2.3 -1, 58
1. 2. 2.3
sCEILML.2 2.2 -1.5M

2. 3. -1.3%

D+R4ZE &0 983

. D235987F0092 1,847 19k
. rmm

R0 =

28, &0, ABEBEBREEZ 98, EM

Ejemplos de las funciones que utilizan dos argumentos
Llas pantallas debajo de los usos de la demostracién de la funcién % a

argumentos listas. La funcién % requiere dos argumentos. Los primeros dos
ejemplos muestran los casos en los cuales solamente uno de los dos
argumentos es una lista.

XM1O 28 38k1)

2.3
PXI5,418 28 SEI}]1 { 2
{Sﬁ 5 TG

Los resultados son listas con la funcién % distribuida segin el argumento lista.
Por ejemplo,

%({10, 20, 30}, 1) = {%(10,1),%(20,1),%(30, 1)},

mientras que
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%(5,{10,20,30}) = {%(5,10),%(5,20),%(5,30)}

En el ejemplo siguiente, ambos argumentos de la funcién % son listas del
mismo tamafio. En este caso, una distribucién del término-portérmino de los

argumentos se lleva a cabo, es decir,
%({10,20,30},{1,2,3}) = {%(10,1),%(20,2),%(30,3)}

A G 5 e e R R

{18155 2005 20755

EIIIIEIII]EHII]EI

Esta descripcion de la funcién % para argumentos listas muestran el patrén
general de la evaluacién de cualquier funcién con dos argumentos cuando una
o ambos argumentos son listas. Ejemplos de aplicaciones de la funcién RND se
muestran a continuacién:

reel(S £ 512
1,22 .17 .28
tRHD[ L2 2 4

(.33 . 333 . 3333)

Listas de nomeros complejos

El ejercicio siguiente muestra cémo crear una lista de nimeros complejos dadas
dos listas de la misma longitud, una que representa las partes reales y una las
partes imaginarias de los nimeros complejos. Use L1 ADD i*L2.

RO HYZ HEW €= 'H° AL
HOHEY
Vs o S
{33 17 28

: RHD[£.42 2 43

1.33 .323 .3333)
L1 ADD il2
11+41-2 2412 241 4415}
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Funciones tales como LN, EXP, SQ, etc., pueden aplicarse también a una lista

de nimeros complejos, por ejemplo,

SEIT+1—3) SZ+12) SASH o
1[5 SIHimB 2402 S+ 44y
liz+irE-ziE1+18 [  [LHILS)
3 LML +1—31 LMiZ+1:2) LHIS-¥
[ L5 [l [ 2| id | Lo Teianfl 5 T L2 | L& | [4 T Li TRl
= ALLIL
_FII_an[;uJ;l —HALOGIZ+121 0k SIMILS) _
.LIIIG[1+1 —3) LOGE+12 LON ey by o S IHErLE) STv
" IRRAL SIMHUI+1—30 STMNHIZ+i2) ¥
{ 1 _1 A5 IMILS] _
1+i—3 2+1 2 5+i 4415 ASIHII+1—21 ASIHIZ+i2] ¥
[ L5 [ 12 [ 2] 14 [ L1 [rhzan]

El ejemplo siguiente muestra los usos de las funciones RE(Parte real), IM(parte
imaginaria), ABS(magnitud), y ARG(argumento) de nomeros complejos. Los

resultados son listas de nimeros reales:

: REILS)
12324
 TMILS)
~3215) [ARGILS)
:ILSI ~ATAHE T ATANL | ATAN|
i@ 20z J1e 41 4 ]

Listas de objetos algebraicos
Los siguientes son ejemplos de listas de objetos algebraicos a los que se aplica

la funcién seno (SIN):

N [t op o
.1 f = [kl I z 3
= 3 Ly [fSIMANSILD
[i —p Lmal sm[i]smt —F) S|
Z 4 Z * 4
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El mend MTH/LIST

El mend MTH provee un nimero de funciones que se aplican exclusivamente a
las listas. Con la opcion CHOOSE boxes activa en la sefial de sistema ndimero
117, el mend MTH/LIST provee las siguientes funciones:

Al [HATH MENL
L e TOr,

-HATRIX..
CLIST..
-HYFEREOLIC..
-REAL..

.ERZE..
.FROEREILITY..
.FFT..

Con la opcién SOFT menus activa en la sefal de sistema nimero 117, el meng
MTH/LIST provee las siguientes funciones:

IMATEH] LIST | HYP | KEAL | REYLI

Este menU contiene las funciones siguientes:

ALIST :  Caleula el incremento entre elementos consecutivos en la lista
SUST :  Caleula la suma de los elementos en la lista

MLST :  Caleula el producto de los elementos en la lista

SORT : Ordena los elementos de la lista en orden creciente

REVLIST :  Invierte el orden de los elementos en la lista

ADD : Produce la suma miembro a miembro de dos listas del mismo

tamafo (ejemplos de esta funcién se presentaron anteriormente)

Algunos ejemplos de aplicacién de estas funciones en modo ALG se muestra a
continuacion:

'Lz 'Lz
-E53183-4 -E53183-4
fal ISTILED PELISTILE
11 =
E S0RT [REVLI] ADD
L=
653183 -4 -5531683-4
P SORTILE : EE'-.-'LIST[IESA

-6-4B813325 -4320125-%5
= Z0RT [REVLI] ADD
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Las funciones SORT y REVLIST se pueden combinar para ordenar una lista en
orden decreciente:

iL3
183-4

-6 53
tREVLISTISORTILZN
92318 -4-5

Si estd trabajando en modo RPN, entre la lista en la pantalla y, a continuacién,
seleccione la operacién deseada. Por ejemplo, para calcular el incremento
entre elementos consecutivos en la lista L3, presione:

I &BICIE)|GSBLICENZAN 2

Esto colocard L3 en la pantalla y seleccionaré la operacién ALIST del meng
MTH.

Manipulando elementos de una lista
El ment de PRG (programacién) incluye un sub-mend LIST con un nimero de

funciones para manipular elementos de una lista.  Con la bandera de sistema
117 fija a CHOOSE boxes

FROG HENU
1.5TACK..

Hiw [LZZT HEnD
[LELEMENTS.

2. FROCEDURES..

I0E+

Y. +LIT

5. ZlUE

&.KEFL

7 . FROGEHH..

2. HEHORY..
Z.ERANCH..

ltem 1. ELEMENTS.. contiene las funciones siguientes que se pueden utilizar
para la manipulacién de elementos en listas:

Al
Hin ELEHENT WERU
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Tamaiio de la lista
la funcién SIZE, del sub-ment PRG/LIST/ELEMENTS, puede ser utilizado

obtener el tamafio (también conocido como longitud) de la lista, por ejemplo,
L=
tSIZEIL=]

6331834
Ta

Extrayendo e insertando elementos en una lista
Para extraer elementos de una lista utilizamos la funcién GET, disponible en el

sub-meng PRG/LIST/ELEMENTS. Llos argumentos de la funcién GET son la lista
y el nimero del elemento que usted desea extraer. Para insertar un elemento en
una lista utilizar la funcién PUT (también disponible en el sub-ment PRG/LST/
ELEMENTS). Las argumentos de la funcién PUT son la lista, la posicién que una
desea sustituir, y el valor que seré substituido. Ejemplos de usos de funciones
GET y PUT se muestran en la pantalla siguiente:

GETILZ,S)

tPUTILE,S, 160
{“65311835 -4

Llas funciones GETl y PUTI, también disponibles en el sub-meni PRG/
ELEMENTS/, puede ser utilizadas para extraer e incluir elementos en una lista.
Estas dos funciones, sin embargo, son dtiles principalmente en la
programacién. La funcién GETI utiliza los mismos argumentos que GET y
produce la lista, la localizacion del elemento mas uno, y el elemento en la
localizacién solicitada. La funcién PUTI utiliza los mismos argumentos que GET
y produce la lista y el tamafio de la lista.

Posicién del elemento en la lista
Para determinar la posicién de un elemento en una lista utilizar la funcién POS

que tiene la lista y el elemento de interés como argumentos. Por ejemplo,
L=
s FPOSLE,3)

6531834
=
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Funciones HEAD (cabeza) y TAIL (cola)

La funcién HEAD extrae el primer elemento en la lista. La funcién TAIL quita el
primer elemento de una lista, y provee la lista restante. Algunos ejemplos se
muestran a continuacién:

Ls
6332183 -4
*HERDL=Z)

s TRILIL=)

03183 -4

La funcién SEQ
ltem 2. PROCEDURES.. en el ment PRG/LIST contiene las funciones siguientes

que se pueden utilizar para operar en listas.

Al H 1113
i PRUE nﬁnu Hin FEOC _HEQL
_OOLIET ﬁgﬁgﬁi

LDEUES

.NELE LENDZUE

LENDZUE .=TREAH
CRENLIZT

LEORT

_SEQ

.STRERH
-REVLIZT
LSORT

.SER ENE & M

B0 7 U D T

Las funciones REVLIST y SORT fueron introducidos anteriormente como parte del
meni MTH/LIST. Las funciones DOLIST, DOSUBS, NSUB, ENDSUB, y STREAM,
se disefian como funciones de programacién para las listas de funcionamiento
en el modo RPN. La funcién SEQ es dtil para producir una lista de los valores
dados una expresién particular y se describe mas detalladamente aqui.

Lla funcién SEQ toma como argumentos una expresién en términos de un
indice, del nombre del indice, y valores inicial, final, e incremento del indice, y
produce una lista que consiste en la evaluacién de la expresion para todos los
valores posibles del indice. La forma general de la funcién es SEQ(expresion,
indice, inicial, final, incremento).

En el ejemplo siguiente, en modo ALG, identificamos lo siguiente: expresién =

n2, indice = n, inicial = 1, final = 4, e incremento = 1:
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2. |
9, 16,

ssEaln T 1. 4.1
£, o,

La lista producida corresponde a los valores {12 22 32 42}, En modo RPN,
usted puede enumerar las diversas argumentos de la funcién como sigue:

T

antes de aplicar la funcién SEQ.

La funcion MAP
La funcién MAP, disponible a través del catalogo del comando ((P)_ar ),

tomas como argumentos una lista de nomeros y una funcién f(X) o un programa
de la forma << 2 a ... >>, y produce una lista que consiste en la aplicacién
de esa funcién o programa a la lista de nomeros.  Por ejemplo, la llamada
siguiente a la funcién MAP aplica la funcién SIN(X) a la lista {1,2,3}:

tMAFCLL 1
{SIMILISTNGZ) STHIE

En modo ALG la sintaxis es:
(aepd) () ) (&) (Pl (ard) (1) O () (D) (P 2 (2P (3O
2

En modo RPN, la sintaxis es:
0 (D) 222 2 (3 ) @ve) () ) () (X ) (evre) (ALpwa) (acers) ()
@ (7) (evrer)

En ambos casos, puede teclar el comando MAP (como en los ejemplos
anteriores) o seleccionar el comando del mend CAT.

La llamada siguiente a la funcién MAP utiliza un programa en vez de una
funcién como segundo argumento:
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PMARCTE, 12k + o !
2-1" =2

i-163
[HELF[ | | |

Definiendo funciones que utilizan listas

En el capitulo 3 introdujimos el uso de la funcién DEFINE ( ()¢ ) para
crear funciones de nimeros reales con un o mas argumentos. Una funcién
definida con DEF se puede también utilizar con argumentos listas, con la
excepcién de que, cualquier funcién que incorpora una adicién deba utilizar el
operador ADD mds bien que el signo de més ((£)). Por ejemplo, si definimos
la funcién F(X,Y) = (X-5)*(Y-2), mostrado aqui en modo ALG:

P DEFIMECF(R, =0 =0, 1=
HOYH
| 2 | ] | |

podemos utilizar listas (por ejemplo, variables L1 y L2, definido anteriormente
en este capitulo) para evaluar la funcién, dando por resultado:
i DEFIHECF(A, 1=l =0, MY =
HOYA
sFiL1,L2)

1260, B, 2. -3,

Puesto que la declaracién de la funcién no incluye ninguna adicién, el uso de
la funcién para argumentos listas es directo. Sin embargo, si definimos la
funcion G(X,Y) = (X+3)*Y, una tentativa de evaluar esta funcién con
argumentos listas (L1, L2) fallaré:

& * Error:
:pE[  Inwalid "
: DEF IHED'GEH, Y 1=0+3, 1y Dimension VA
HOVA SGILL L) i i
tLlal22 “fryalid Dimension"

Para fijar este problema podemos corregir el contenido de la variable
cudl podemos listar en la pantalla usando
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: DEF TMEC'GES, Y 1=0+3. 14"
HOYA

sGILLLZ2Y . .
frvalid Dimension"
# 0 WY TOEED, rEY!

para sustituir el signo de mas (+) con ADD:
SGILILED

ifrgalid Dimension™
# o+ oA Y O 'CR+IL2EY B
# 2+ H Y 'CH ADD 2.0

Después, almacenamos la expresién corregida en variabl
=|K3+ Ao TCE ADRD =20
+ ®w " 'l ADD 2. aEy!

fAMSCL . IkG
+ m Y 'Cx RADD 2. 0y

| F | L2 | Li] |

La evaluacién de G(L1,L2) ahora produce el resultado siguiente:

sGIL1LED
-12. 18. &. 35.

Como alternativa, usted puede definir la funcién con ADD en vez del signo de

mds (+)

desde el comienzo, es decir, use

: DEFIMEIGS,YI=04 ADD 2,
HOVA

Usted puede también definir la funcién como G(X,Y) = (X-3)*Y.
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Aplicaciones de listas
Esta seccion muestra un par de usos de listas al calculo de la estadistica de una

muestra. Por una muestra entendemos una lista de valores, digamos, {s1, s9,

..., Sp}. Suponga que la muestra de interés es la lista

y que la almacenamos en un variable llamado S. (la pantalla siguiente
muestra esta accién en modo ALG, sin embargo, el procedimiento en modo

RPN es muy similar. Solamente tenga presente que en modo RPN usted pone
los argumentos de las funciones en la pantalla antes de activar la funcién):

Media arménica de una lista
Esta es una muestra muy pequefia en la que podemos contar en la pantalla el

nimero de elementos (n=10). Para una lista més grande, podemos utilizar la
funcién SIZE para obtener ese nimero, por ejemplo.,

[

2. 1. 2.0 4.
2. 1. 2. 4. :

1

16.

Suponer que deseamos calcular la media arménica de la muestra, definida
como
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Para calcular este valor podemos seguir este procedimiento:

1. Aplicar la funcién INV () a la lista S:

{1, 5. 2. 1. 2. 1. 32, 4.
1. 5.8, 1. 2. 1. 2. 4. &
tSIZE(S)

1@,

IH'-.-'[S]

. 3333323333332 1.

2. Aplicar la funcién 2LIST()a la lista que resulta en 1.

I.5. 3. 1. 2. 1. 3. 4. ¢
SIZEMS]
16.
: THWIS]
333333333333 1.

1. .2.
:ELISTIANS,
&.1 166666666 =

ZT| Z0RT [REVLI| ADD

3. Dividir el resultado anterior por n = 10:

T IV
1, 2 223332333233 1.
:ELISTIARSA, Y

4. Aplicar INV() al ¢ltimo resultado:

TECIS AN, 1
[ T )
. AHS1.1

i,
. Bl lEEEEEEEE

: IMVIAMS1. 1)
1.634877334

Asi, la media arménica de la lista S es s, = 1.6348...

Pagina 8-18



Media geométrica de una lista
La media geométrica de una muestra se define como

n
xg =n I ka :n'xl.xz...xn
Nk:l

Para encontrar la media geométrica de la lista almacenada en S, podemos
utilizar el procedimiento siguiente:
1. Aplicar la funcién TILIST() a la lista S:

« AT LT &

18.
. Bl lEEEEEEEE
P IMMVIAMSL. )
1.634877234
TLISTISD

72d.

2. Aplicar la funcién XROOT(x,y), es decir, (@) _47, al resultado 1:

i@, = IHVIANSIL ﬁl IEEEEEEEER
Bl lEEEREERE : -
P IMVIAMSIL . 1) . 1.624877324
1.&6234877284 sTLISTIS)
sTLISTIS) roH.,
Tod. sAMSIL. 11 :,
ROOTCAMS 12y 1804 1.8022821546

Asi, la media geométrica de la lista S es sq = 1.003203...

Promedio ponderado
Suponer que los datos en lista S, definido anteriormente, a saber:

., Wp}, notamos que el
elemento k en la lista W definida anteriormente, puede ser definido como wj,

= k. Asi podemos utilizar la funcién SEQ para generar esta lista, y entonces

almacenarlo en variable
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sAMSIL. TG
983128]31548

:SE@ik k1,10
f, 2. 3. 4.5,
:PHSII Il

PP P T - T - P

Dado la lista de los datos {s1, s9, ..., s, }, vy la lista de los pesos {w1, wo, ...,

wp, }, el promedio ponderado de los datos en S se define como

k=1
Para calcular el promedio ponderado de los datos en la lista S con los pesos en
lista W, podemos utilizar los siguientes pasos:

1. Multiplicar las listas S y W:

s SEQK kL.
i. 2. 5.4,
3 AHSC1 . Ik
1. 2. 2. 4.

de s,:

3. Utilizar la funcién ZLIST, una vez més, para calcular el denominador

de s,:
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L 2 3 4. 5. 6. 7L BT
i1, 18, 9. 4, 1@, 6. 21.
sELISTiANSE .1

121.
: ELISTO

25

4. Utilizar la expresiéon ANS(2)/ANS(1) para calcular el promedio

ponderado:
s AL IS TIAMSTL . IT
121.
fELISTIMI
25.
. AHSEE . ]
"AHSL.)

| = | 6 | F | L2 |

Asi, el promedio ponderado de la lista S con los pesos en la lista W es s,,=
2.2.

Nota: ANS(1) se refiere al resultado més reciente (55), mientras que
ANS(2) se refiere al pentltimo resultado (121).

Estadistica de datos agrupados

Llos datos agrupados son dados tipicamente por una tabla que muestra la
frecuencia (w) de datos en clases o compartimientos de datos. Cada clase o
compartimiento es representada por una marca de la clase (s), tipicamente el

punto medio de la clase. Un ejemplo de datos agrupados se muestra a
continuacién:

Marca de
Limites de clase Frecuencia
clase Sk Wi
0-2 1 5
2-4 3 12
4-6 5 18
6-8 7 1
8-10 9 3
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Los datos de la marca de la clase se pueden almacenar en variable S, mientras
que la frecuencia se puede almacenar en variable W, como sigue:

: SEE[E-k—l,k,l,S,{l]

12579
TAMS1IRS
12379
S 12121 2k
5121213

Dado la lista de las marcas de la clase S = {s1, s9, ..., s, }, y la lista de las
cuentas de la frecuencia W = {wq, wy, ..., w, }, el promedio ponderado de los

datos en S con los pesos W representa el valor medio de los datos agrupados,
que llamamos s, en este contexto:

n

n
Zwk Sk Zwk ey
_ k=

k=1

IR
k=1

s =
’

n
donde N = Zwk representa la cuenta total de la frecuencia.

pa
El valor medio para los datos en listas S y W, por lo tanto, puede ser calculado
usando el procedimiento descrito anteriormente para el promedio ponderado,
es decir,

LI I I -r

. L ISTS]

© ELISTIW
25
13
 +HUMIAMS1]
4. 23072387

Almacenaremos este valor en un variable llamado XBAR:
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ECTSTIRD

a5
13
= +HUMIAHSEI1 1
4, 23A7EI23EY
* AMS11k<EBAR
4. 23072387

La varianza de estos datos agrupados se define como
N : N 2
Zwk'(sk_s) Zwk'(sk_s)
_ _ ¥l
= ) = v
R

%

Para calcular este Gltimo resultado, podemos utilizar el siguiente:

*AMS(11k=EBAR *AMS(11k<EBAR

4. 23@?%923@? 4. 23@?%923@?
:ELIST[N-[S—HEHR] ] :ELIST[N-[S—HEHR]

156, 22387a92 156, 22387a92
fELISTIN a fELISTIN -

Lo desviacién estandar de los datos agrupados es la raiz cuadrada de la
varianza:

O L TLFT
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Capitulo 9
Vectores

En este Capitulo presentan ejemplos de creacién y operaciones con vectores,
tanto vectores matemdticos de varios elementos, como vectores fisicos de 2 y 3
componentes.

Definiciones
Desde un punto de vista matemdtico, un vector es un arreglo de 2 o més

elementos dispuestos en una fila o una columna. Estos seran referidos como
vectores fila y columna. Los ejemplos se demuestran a continuacién:

-1
v=| 3| u=[L-3,5,2]
6

Los vectores fisicos tienen dos o tres componentes y se pueden utilizar para
representar cantidades fisicas tales como posicién, velocidad, aceleracién, las
fuerzas, momentos, impetu (cantidad de movimiento) linear y angular,
velocidad y aceleracién angular, etc. Referir a un sistema de coordenadas
cartesianas (x,y,z), existe vectores unitarios i, j, k asociado a cada
coordenada, tales que un vector fisico A puede ser escrito en términos de sus
componentes A, A, A;, as A = Aii + Ajj + Ak

La notacién alternativa para este vector es: A = [A,, Ay, Al A=(A, Ay, A,),
oA =<A, A, A, > Una version bidimensional de este vector serd escrita
como A=Ai+Aj A=[A, Al A=(A, A), o A=<A, A, > Puestoque
en calculadora los vectores se escriben entre corchetes [ ], elegiremos la
notacion A = [A,, A, A,Jo A =[A,, A, A, para referir a vectores bi- y tri-

dimensionales de ahora en adelante.  La magnitud de un vector A se define

como |A| = A’ +Ay2 + A . Un vector unitario en la direccién del vector

A, se define como ey = A/|A|. Llos vectores se pueden multiplicar por un
escalar, por ejemplo, kA = [kA,, kAy, kA,]. Fisicamente, el vector kA es

paralelo al vector A, si k>0, o anti-paralelo al vector A, si k<0. El negativo de
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un vector se define como -A = (-1)A = [-A,, -A,, -A,]. La division por un
escalar se puede interpretar como una multiplicacién, es decir, A/k = (1/k)-A.
La adicién y la substraccién de vectores se definen como A+B = [A +B,, A +
B, A, £B,], en la cual B es el vector B = [B,, By, B,].

Hay dos definiciones de los productos de vectores fisicos, un producto escalar
o interno (el producto de punto) y un producto vectorial o externo (el producto
cruz). El producto punto produce un valor escalar definido como AeB =
|A||B|cos(6), en la cual 6 es el angulo entre los dos vectores. El producto
cruz produce un vector AxB cuya magnitud es |AxB| = |A]||B|sin(0),y su
direccién es dada por la llamada regla de la mano derecha (consulte un libro
de textos en matemdticas, la fisica, o mecdnicos para ver esta operacién
ilustrada graficamente).  En términos de componentes cartesianos, AeB =
ABHAB+AB, y AxB = [ABAB,ABAB,AB-ABI El angulo entre
dos vectores se puede encontrar de la definicién del producto punto como
cos(0) = AeB/|A| |B|= epeep. Asi, si dos vectores A y B son perpendiculares

(6 = 909 = /2"d), AeB = 0.

La escritura de vectores
En la calculadora, los vectores se representan por secuencias de numeros

escritos entre corchetes en la forma de vectores filas. Los corchetes se obtienen
utilizando las teclas (94, asociada con la tecla Cx).  Llos siguientes son
ejemplos de vectores en la calculadora:

Un vector fila general
Un vector 2-D (bidimensional)
Un vector 3-D (tridimensional)

Un vector de objetos algebraicos

Escritura de vectores en la pantalla
Con la calculadora en modo ALG, un vector se escribe en la pantalla abriendo

primero un par de corchetes ((5)1__ ) y escribiendo después los elementos del
vector separados por comas ((P)__ ). Las figuras siguientes muestran la
escritura de un vector numérico seguido de un vector algebraico. La figura de
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la izquierda muestra el vector algebraico antes de presionar @) . La figura de
la derecha muestra el vector algebraico después de presionar Eve) :

(52 -1 2 4]
. [53-12 4]

HsE-1241 [+ s—z-t@]

[42, -2, T0l-D4] P

En modo RPN, se escriben los vectores abriendo los corchetes y separando los
elementos de los vectores ya sea con comas ((P)__2) o espacios ().
Noétese que después de presionar , en cualquiera de los dos modos, la
calculadora mostraréd los elementos de un vector separados por espacios.

Almacenamiento de vectores en variables
Los vectores pueden almacenarse en variables. Las figuras mostradas a

Up = Cl:.21, Uz =L \'/)

almacenados en las variables respectivamente.

Primero, en modo ALG:

[12Z]
-3 2 -21kuz
[-2 2 -2]
L1 21kuz L2 -11k2
[1z [2-11

-2 2 -21kuz 01 -5 210z

Utilizando el escritor de matrices (MTRW) para escribir vectores
los vectores pueden escribirse también utilizando el escritor de matrices

(S mmw (tercera tecla en la cuarta fila del teclado). Este comando genera una
especie de hoja de célculo correspondiendo a las filas y columnas de una
matriz. (Informacién detallada sobre el uso del escritor de matrices se presenta
en el Capitulo 10). Para escribir un vector, se necesita solamente escribir los
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elementos de la primera fila. Al activarse el escritor de matrices, la casilla en
la primera fila y primera columna es seleccionada automdticamente.  En el
menu al pié de la hoja de célculo se encentran las siguientes teclas:

se utiliza para editar el contenido de la casillas.
, si estd activa, producird un vector, en lugar de una matriz

La tecla

La tecla
conteniendo una fila y varias columnas.

Vectores vs. matrices

Para ver la tecla en accién, intentar los ejercicios siguientes:

(1). Activar el escritor de matrices ((9)#®v ). Con las opcione y
selectas, escribe (3 @) (5 @) (2 ) @vm) (@) . Esto produce [3. 5.
2.]. (En modo de RPN, usted puede utilizar las teclas siguientes para
producir el mismo resultado: (3 (sr) (5 Gre) (2 @) @) ).

(2). Con la opcién & sin seleccionar y seleccionado, escriba
(3B (2)@m) @) . Esto produce [[3. 5. 2.]].

Aunque estos dos resultados se diferencian solamente en el nimero de los

corchetes usados, para la calculadora éstos representan diversos obijetos

matemdticos. El primero es un vector con tres elementos, y el segundo una
matriz con una fila y tres columnas.  Hay diferencias de la manera que las
operaciones matemdticas aplican a un vector a diferencia a una matriz. Por

lo tanto, para aplicaciones vectoriales, mantenga la opcién
seleccionado mientras que usa al escritor de matrices.

La tecla se utiliza para reducir el ancho de las columnas en la
hoja de cdlculo. Presione esta tecla un par de veces para verificar que
se reduce el ancho de las columnas.

e utiliza para incrementar el ancho de las columnas en

La tecla
la hoja de célculo. Presione esta tecla un par de veces para verificar
que se incrementa el ancho de las columnas.

, si estd activa, automaticamente selecciona la siguiente

La tecla
casilla a la derecha de la casilla actual al presionar la tecla @), Esta
opcién es la opcién pre-seleccionada por el escritor de matrices. Si se
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desea utilizar esta opcién, la misma deberd ser seleccionada antes de
comenzar a escribir los elementos de la matriz o vector.

Lla tecla , si estéd activa, automdticamente selecciona la siguiente
casilla debajo de la casilla seleccionada cuando se presiona la tecla
@m). Si se desea utilizar esta opcién, la misma deberd ser

seleccionada antes de comenzar a escribir los elementos de la matriz o
vector.

Navegando hacia la derecha o hacia abajo en el escritor de matrices

Activese el escritor de matrices y escribase lo siguiente:
habiendo seleccionado la tecla A
continuacién, escribase la misma secuencia de numeros habiendo
seleccionado la tecla , y nétese la diferencia en el resultado. En el
primer ejercicios, se escribié un vector de tres elementos. En el segundo

ejercicio, se escribié una matriz de tres files y una columna (es decir, un
vector columnal).

Activese el escritor de matrices una vez més utilizando las teclas () mmw | y
presiénese la tecla para acceder a la segunda pagina del meno. Las
teclas disponibles serén las siguientes:

La tecla agrega una fila de ceros a la matriz actual.

La tecla elimina una fila de la matriz actual.

La tecla agrega una columna de ceros a la matriz actual.

La tecla elimina una fila de la matriz actual.

La tecla copia el contenido de una casilla a la pantalla normal
(stack).
La tecla , solicita del usuario el nimero de una fila y columna de

la casilla a seleccionar

Al presionarse la tecla una vez més se accede al dltima pagina del meng,
la cual contiene solamente la funcién i (remover).
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La funcién elimina el contenido de la casilla reemplazandolo con

un cero.

Para verificar la operacién de estas funciones, sigase el ejercicio que se

muestra a continuacién:

(1).
(2).

(3).
(4).
(5).
(6).
(7).

(8).

9).

Activese el escritor de matrices utilizando las teclas Ca)#mv . Asegurese
que las teclas
Escribase lo siguiente:

an sido seleccionadas.

NXT

E® 5 ER )G

D E® () ER (e

Muévase el cursor dos filas hacia arriba utilizando ¢a\ ¢ay . Presidnese la
tecla

La segunda fila desaparecerd.
Presiénese Una fila de tres ceros aparece en la segunda fila.

Presiénese La primera columna desaparecerd.

Presidnese Una columna de dos ceros aparece en la primera
columna.
Presiénese para mover el cursor a la casilla

(3,3).

Presiénese

Esta accién coloca el contenido de la casilla (3,3) en la
pantalla  principal (stack), aunque este resultado no serd visible
inmediatamente.

Presiénese para recuperar la pantalla normal. El nomero 9, elemento
(3,3), y la matriz recientemente escrita se mostraran en la pantalla.
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Resumen del uso del escritor de matrices para escribir vectores

En resumen, para escribir un vector usando al escritor de la matriz, activar el
escritor ((2D#mw ),y colocar los elementos del vector, presionando
después de cada uno de ellos. Entonces, presione @) (@) . Cerciorarse de
y stén seleccionados.

que
Eiemplo: CaD#mw (CD@m) )3

produce: ['x"2'2-5]

Construccién de un vector con >ARRY
La funcién —ARRY, disponible en el catdlogo de la funcién ((P) _ar () =,

use (& para localizar la funcién), también puede utilizarse para construir
un vector o un arsenal en la manera siguiente. En modo de ALG, escribir
>ARRY (elementos del vector, numero de elementos), por ejemplo,

f+ARRY(L,2,3,4,4]
1224
f+ARRYI(L,-2,-2,2]
[1-2-2
f+ARRY (o, E8,2)

En modo de RPN:

(1). Escriba los n elementos del arreglo en el orden deseado para el arreglo
(cuando se lee de izquierda a derecha) en la pantalla RPN.

(2). Escriba n como el dltimo elemento.

(3). Use la funcién > ARRY.

Las pantallas siguientes muestran la pantalla RPN antes y después de aplicar la

funcién >ARRY:
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En modo de RPN, la funcién [-ARRY] toma los objetos de niveles n+1, n, n-1,
..., hasta los niveles 3 y 2, y los convierte en un vector de n elementos. El
objeto originalmente en el nivel n+1 se convierte en el primer elemento, el
objeto originalmente en el nivel n se convierte el segundo elemento, etcétera

Nota: La funcién >ARRY estd también disponible en el meno PRG/TYPE
(CDms )

Identificacién, extraccién, e insercién de elementos
Si usted almacena un vector en una variable, digamos A, usted puede

identificar los elementos del vector usando A(i), donde i es un nimero del
numero entero menor que o igual al tamafio del vector. Por ejemplo, construya
el arreglo siguiente y almacénelo en la variable A: [-1, -2, -3, -4, -5]:

:[-1 -2 -2 -4 -5I#f
[-1 -F -3 —4 -5

Para recuperar el tercer elemento de A, por ejemplo, usted podria escribir A(3)
en la calculadora. En modo de ALG, escriba simplemente A(3). En modo

RPN, escriba ‘A(3)" (@ver) (40 .

Usted puede operar con los elementos del arreglo escribiendo y evaluando
expresiones algebraicas por ejemplo:

. . A1
T ALZIHALS) _ e
$ACLI-A %
tACZIACE) : LHIALSI)

LHiS1+1im

. RIS
=

L ke
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Expresiones més complicadas que implican elementos de A pueden asi mismo
ser escritas.  Por ejemplo, usando al escritor de la ecuacién (CP) _eow ),
podemos escribir la sumatoria siguiente de los elementos de A:

EDIT | CUEZ

Destacando la expresién y usando la tecla

Nota: El vector A puede referirse también como una variable indexada
porque el nombre A representa varios valores identificado por un subindice.

Para sustituir un elemento en un arreglo utilice la funcién PUT (usted puede
encontrarlo en el catélogo de la funcién (P) _ar , o en el sub-ment PRG/LIST/
ELEMENTS- el anterior fue introducida en el capitulo 8). En modo de ALG,
usted necesita utilizar la funcién PUT con los argumentos siguientes:
PUT(arreglo, localizacién que se substituira, nuevo valor).  Por ejemplo,
cambiar el contenido de A(3) a 4.5, use:

En modo de RPN, usted puede cambiar el valor de un elemento de A,
almacenando un nuevo valor en ese elemento particular.  Por ejemplo, si
deseamos cambiar el contenido de A(3) por 4.5 en vez de su valor actual de
-3., use:

(DO Jam@(al)

Péagina 9-9




El resultado ahora

Para verificar que ocurrié el cambio use:
mostrado es: [-1 2 4.5 -4 -5].

Nota: Este proceso para cambiar el valor de un elemento de arreglo

no se permite en modo ALG, si usted intenta almacenar 4.5 en A(3) en
este modo se obtiene el mensaje de error siguiente: Invalid Syntax

(sintaxis invalida).

Para encontrar la longitud de un vector usted puede utilizar la funcién_SIZE,
disponible a través del catélogo de funciones o con el mend PRG/LIST/
ELEMENTS.  Algunos ejemplos, basados en los arreglos o vectores
almacenados previamente, se muestran a continuacién:

SIZEMZ)

{3,
SIZEUZ)

2.
tSIZERD

Operaciones elementales con vectores
Para ilustrar operaciones con vectores utilizaremos los vectores u2, u3, v2, y v3,

almacenados en un ejercicio previo.

Cambio de signo

Para cambiar de signo a un vector, utilicese la tecla (=), por ejemplo,
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Adicién, substraccién

Lla adicién y substraccién de vectores requiere que los vectores operandos
tengan el mismo numero de elementos:

PuZtuZ

PuS+uE

Si se intentan sumar o restar vectores de diferentes ndmeros de elementos se
produce un error (“Invalid Dimension”, Dimensién Incompatible) . Por ejemplo,
v2+v3, u2+u3, A+v3, efc.

Multiplicacién o divisién por un escalar
Ejemplos de multiplicaciéon o division por un escalar se muestran a

continuacién:

HICTINI [9-3
PSS L
[15-18 16 2
: BUE G [i 1 —1]

Funcién valor absoluto
La funcién valor absoluto (ABS), cuando se aplica a un vector, calcula la

magnitud del vector. Para un vector A = [A1,A,,...,A,], se define la magnitud

Como]A]:\/Af+Ay2+-~-+Af

de la funcién seguido por el argumento vectorial. Por ejemplo,

. En el modo de ALG, escribase el nombre

%%, se mostrarén en la pantalla de la siguiente

1
7

manera:
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S0l -2 &0

El meno MTH/VECTOR

El meno MTH (C=D#™_ ) contiene funciones que aplican especificamente a los
vectores:

Al THATH HENL
Ve

.ERZE..
.FEOEREILITY..
FFT..

El ment VECTOR contiene las siguientes funciones (la opcion CHOOSE boxes
ha sido seleccionada para la sefal de sistema nimero 117):

Al i
HoH WECTOFE HERU !

ER
H.
5.
B
7.
2.

3. EFHERE =

10, HATH..

Magnitud

La magnitud de un vector, tal como se indicé anteriormente, se calcula con la
funcién ABS. Esta funcién se encuentra disponible directamente en el teclado
(204 ).  Ejemplos de aplicacién de la funcién ABS se presentaron
anteriormente.
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Producto escalar (producto punto)

La funcién DOT (opcién 2 en el ment mostrado anteriormente) se utiliza para
caleular el producto escalar, o producto punto, de dos vectores con el mismo
nimero de elementos. Algunos ejemplos de aplicacién de la funcién DOT,
utilizando los vectores A, u2, u3, v2, y v3, almacenados anteriormente, se
muestran a continuacién en el modo ALG. El producto escalar de vectores con
diferente nimero de elementos produce un error.

=LOTIARA) DOTIuZ 03] . .
5 "Imvalid Dimension”

TDOTIuZ,u2) DOTIALE ] .
1 "Imwalid Dimension”

SDOT(uE,u3) DOT02 03] ] .
-1 "Imvalid Dimension"

Producto vectorial (producto cruz)
La funcién CROSS (opcién 3 el mend MTH/VECTOR) se utiliza para calcular el

producto vectorial, o producto cruz, de dos vectores 2-D, de dos vectores 3-D,
o de un vector 2-D con un vector 3-D. Para calcular el producto vectorial, un
vector bidimensional (2D) de la forma [A,, AJ], se convierte en un vector
fridimensional (3-D) de la forma [A,, A,,0]. Ejemplos del producto vectorial se
muestran a continuacién en el modo ALG. Nétese que el producto vectorial de
dos vectores bidimensionales produce un vector en la direccién z solamente, es
decir, un vector de la forma [0, O, C,]:

fCROSSLZ,0E) - fCROSS0E,03)

| -7 [-&4 131
:CROSS2,[2 -31) :CROSS02,u3)
Ba-7 Cb @[]
CROSSICL. S -21w2) tCROSSICL 2 5101 2 200
@ 4.5 C19 -8 -11

Ejemplos de productos vectoriales (productos cruz) de un vector 3-D con un
vector 2-D, o viceversa, se presentan a continuacioén.
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:CROSSUZ W20

[-2 -5 -2

:CROSSLZ,wW3) 614
tCROSSICL 2 21,05 -0

[12 15 -1&

El tratar de calcular un producto vectorial (producto cruz) de vectores con mas
de 3 componentes produce un error: por ejemplo, CROSS(v3,A), etc.

Descomposicién de un vector

La funcién V- se utiliza para descomponer un vector en sus elementos o
componentes. Si estd utilizado en el modo de ALG, V> proporcionaréd los
elementos del vector en una lista, por ejemplo,

WA

i=1. 2. -3. -4. -5.

= yr(wE)
1. -5. 2.

=W u2)
1. 2.

En el modo de RPN, uso de la funcién V> enumerard los componentes de un
vector en la pantalla, por ejemplo, V->(A) producira la salida siguiente en la
pantalla de RPN (el vector A se lista en el nivel 6 de la pantalla:).

Construccién de un vector bidimensional

La funcién V2 se utiliza en el modo de RPN para construir un vector con los
valores en niveles 1:y 2:. Las siguientes pantallas muestran la pantalla antes y
después que se aplique la funcién >V2:
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=
e e
1
=
e e

[-2. —&.]

Construccién de un vector tridimensional

La funcién V3 se utiliza en el modo de RPN para construir un vector con los
valores en niveles de la pantalla 1:, 2:, y 3:. Llas pantallas muestran la
pantalla antes y después que se aplique la funcién >V3:

[2. &. 2.1

Cambio del sistema de coordenadas

las funciones RECT, CYLIN, y SPHERE se utilizan cambiar el sistema
coordinado actual a los coordenadas rectangulares (cartesianas), cilindricas
(polar), o esféricas. El sistema actual se demuestra destacado en el item
correspondiente de una lista (CHOOSE boxes seleccionado para la bandera
del sistema 117 ), o seleccionado en la tecla correspondiente (SOFT menus
seleccionado para la bandera del sistema 117). En la figura siguiente el
sistema de coordenadas RECTangulares se muestra seleccionado en estos dos
formatos:

YECTOR HENU
LCROES

e
I.I
5.
b,
7
2
3

ICYLIN[SFHERl | |

Cuando se selecciona el sistema de coordenadas rectangulares, o cartesiano,
la linea superior de la pantalla mostraré la opcién XYZ, y cualquier vector 2-D
6 3-D escrito en la calculadora se reproduce como sus componentes (x,y,z).
Asi, para escribir el vector A = 3i+2j-5k, usamos [3,2,-5], y se muestra el
vector como:
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[22-5

—
[TRT

Si en vez de escribir componentes carfesianas de un vector escribimos
componentes cilindricas (polares), necesitamos proporcionar la magnitud, r, de
la proyeccién del vector en el plano xy, un éngulo 8 (en la medida angular
actual) representando la inclinacién de r con respecto al eje x positivo, y una
componente z del vector. El angulo 6 debe ser escrito precedido por el
carécter de angulo (£),generado usando @) (>)(6]). Por ejemplo, suponga
que fenemos un vector con r = 5, 8 = 25° (DEG debe estar seleccionado como
la medida angular), y z = 2.3, podemos escribir este vector en la manera
siguiente:

&L ) ew(EICe) =) (@I

Antes de presionar @), la pantalla se mostrard como en el lado izquierdo de
la figura siguiente. Después de presionar @), la pantalla mirard como en el
lado derecho de la figura (Por este ejemplo, el formato numérico fue cambiado
a Fix, con tres decimales).

I:
[5,225.2.2] 1 [4.522 2.113 2. 284]
CYLIN|SFHER] | | CvLIn|sFHERL [ | HTH |

Notese que el vector se muestra en coordenadas cartesianas, con las

componentes x = r cos(8), y = r sin(6), z = z, aunque lo escribimos en
coordenadas polares. Esto es porque la presentacion del vector se ajustard al
sistema coordinado actual. Para este caso, tenemos x = 4.532, y = 2.112, y z
= 2.300.

Supéngase que ahora escribimos un vector en coordenadas esféricas (es decir,
en la forma (p,0,0), donde p es la longitud del vector, 6 es el angulo que la
proyeccién xy del vector forma con el lado positivo del eje x, y ¢ es el angulo

que p forma con el lado positivo del eje z), con p = 5, 6 = 25°, y ¢ = 45°.
Utilizaremos: (D0 (5D () @»(@IC6) —
) (P C6)
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It H
Loy 25 £454 1: [2.204 1.494 2, 536]

la figura siguiente muestra la transformacion del vector de coordenadas
esféricas a cartesianas, con x = p sin(¢) cos(8), y = p sin (¢) cos (), z = p
cos(9). Para este caso, x = 3.204, y = 1.494, y z = 3.536. (Cambie a DEG).

Si se selecciona el sistema de coordenadas cilindricas (CYLIN), la linea
superior de la pantalla mostrard la opcién RZZ, y un vector escrito en
coordenadas cilindricas serd mostrado en su forma de coordenadas cilindricas
(o polares), es decir, (,0,z). Para ver esto en accién, cambie el sistema
coordinado a cilindricas (CYLIN) y observe cémo el vector exhibido en la
pantalla pasada cambia a su forma cilindrica (polar). El segundo componente
se muestra con el cardcter del angulo enfrente para acentuar su naturaleza
angular.

1: [3.536 £25. 0008 3. 536
I

la conversién de coordenadas cartesianas a cilindricas es tal que r =
(x2+y2)1/2, 0 = tan!(y/x), y z = z. Para el caso demostrado anteriormente la
transformacién fue tal que (x,y,z) = (3.204, 2.112, 2.300), produjo (r,6,z) =
(3.536,25°,3.536).

A este punto, cambie la medida angular a radianes. Si ahora escribimos un
vector de nuUmeros enteros en forma cartesiana, incluso si el sistema
coordinado cilindrico  (CYLIN) est4 activo, el vector se mostrard en
coordenadas cartesianos, por ejemplo,

: [2.536 £25. 000 3,526
1: [235

Esto es porque los nimeros enteros se disponen para el uso con el CAS vy, por
lo tanto, los componentes de este vector se mantienen en forma cartesiana.
Para forzar la conversién a los coordenadas polares escriba las componentes
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del vector como numeros reales (es decir, agregar un punto decimal), por
ejemplo, [2., 3., 5.].

1: [3.606 <A, 955 5. 0008
||

Con el sistema coordinado cilindrico seleccionado, si escribimos un vector en
coordenadas esféricas éste serd transformado automdticamente a su
equivalente cilindrico (polar), es decir, (r,6,z) conr=psin ¢, 6 =6, z=p cos o.
Por ejemplo, la figura siguiente muestra el vector escrito en coordenadas
esféricas, y transformado a coordenadas polares. Para este caso, p = 5, 6 =

25°, y ¢ = 45°, mientras que la transformacién muestra que r = 3.563, y z =

3.536.

1 [3. 536 £25. 888 3Eé533% : [3 236 £23. BEE 3 536&
Eé: LTy 404 1 [3.5336 £25. 806 3 535&

A continuacién, cambiemos el sistema coordinado a las coordenadas esféricas
usando la funcién SPHERE del sub-ment VECTOR en el mend MTH. Cuando se
selecciona este sistema coordinado, la pantalla mostraré la opcién R££ en su
primera linea. La pantalla cambiard para mostrar lo siguiente:

: [5.000 L25, 608 £45.0
: [2=25

CYLIN[FHER] | |

Noétese que los vectores que fueron escritos en coordenadas polares o
cilindricos ahora se han cambiado al sistema coordinado esférico. la
transformacién es tal que p = (r2+z2)V/2 g = 9, y & =tan!(r/z). Sin embargo,
el vector que fue originalmente escrito en coordenadas cartesianas permanece
en esa forma.
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Aplicaciones de las operaciones vectoriales
Esta seccién contiene algunos ejemplos de las operaciones con vectores que

usted puede encontrar en usos de la fisica o mecanica..

Resultante de fuerzas
Suponga que una particula estd sujeta a las fuerzas siguientes (en newtons, N):

F, = 3i+5j+2k, F, = 2i+3j-5k, y F3 = 2i-3k. Para determinar la resultante, es

decir, la suma, de estas fuerzas, use lo siguiente en modo ALG:

i[23 5 2H0-2 3 51+ [2 B -3
[3 5 -5

Asi, la resultante es R = F1+ F5 + F3 = (3i+8j-6k)N. En modo RPN use:

TeR) | i

Angulo entre vectores

El éngulo entre dos vectores A, B, puede calculares como

0 =cos | (AeB/|A| |B])

Suponga que usted desea encontrar el angulo entre los vectores A = 3i-5j+6k,
B = 2i+j-3k, usted podria intentar la operacién siguiente (medida angular
fijada a los grados) en modo ALG:

1 - Escriba [3,-5,6], presione @), [2,1,-3], presione @) .

2 - DOT(ANS(1),ANS(2)) calcula el producto punto

3 - ABS(ANS(3))*ABS((ANS(2)) calcula el producto de magnitudes

4 - ANS(2)/ANS(1) calcula cos(6)

5 - ACOS(ANS(1)), seguido por,>NUM(ANS(1)), calcula 6

Los pasos se demuestran en las pantallas siguientes (Modo ALG, por supuesto):

. [2 1 3] LI —aE]
FLE -5 el [z-5e61 | [z 1 -2
22 1 2] : DOTIAMS(11,ANSIZN i
[z1-3 -
: DOTIANS(11,ANSIEN 2 IAMSIZIMAMSEZ)]
-1 Fa.jidg
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Fa.14

-17
Ira-{14

=D

Momento de una fuerza
El momento ejercido por una fuerza F sobre un punto O se define como el

producto cruz M = rxF, en el cual r, también conocido como el brazo de la
fuerza, es el vector de posicién basado en O y sefialando hacia el punto de
aplicacién de la fuerza. Suponga que una fuerza F = (2i+5j-6k) N tiene un
brazo r = (3i-5j+4k)m. Para determinar el momento ejercido por la fuerza con
ese brazo, utilizamos la funcién CROSS segin se muestra a continuacién:

2 -5 41
[2-54
23 -6]
[23 -
' CROSSIAMSIZ),AMS1 1]
[18 26 25

DOT |CROEE] o ! 2

Por lo tanto, M = (10i+26j+25k) m-N. Sabemos que la magnitud de M es tal
que |M| = |r]| |F|sin(8), donde 6 es el angulo entre r y F. Podemos encontrar
este angulo como, 6 = sin!(|[M| /|r| |F|) por las operaciones siguientes:

1 — ABS(ANS(1))/(ABS(ANS(2)) *ABS(ANS(3)) calcula sin(6)

2 — ASIN(ANS(1)), seguido por, >NUM(ANS(1)) calcula 6

Estas operaciones se muestran, en modo ALG, en las panfallas siguientes:

1626 251 |s
AMs AS IMIAMSILT
 ARSEANSE HSIH[

4B b syumiAMsin
E5 sz

DOT |CROEE

DOT |CROES
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Asi el dngulo entre los vectores ry F es 6 = 41.038°.
utilizar ;

En modo RPN, podemos

Ecuacién de un plano en el espacio
Dado un punto en el espacio Po(xg,y0,zo) y un vector N = NLi+Nj+N,k

normal a un plano que contiene el punto Pg, el problema es encontrar la
ecuacién del plano. Podemos formar un vector que comienza en el punto Py y
termine en el punto P(x,y,z), un punto genérico en el plano. Asi, este vector r =
PoP = (xxq)i+ (y-yoli + (zzo)k, es perpendicular al vector normal N, dado que
r se contiene enteramente en el plano. Aprendimos que para dos vectores
normales N y r, Ner =0. Asi, podemos utilizar este resultado para determinar
la ecuacion del plano.

Para ilustrar el uso de este acercamiento, considere el punto Pp(2,3,-1) y el

vector normal N = 4i+6j+2k, podemos escribir el vector N y el punto Py como

dos vectores, segin lo demostrado a continuacién. También escribimos por

dltimo el vector [x,y,z]:

i[23-11
ilx gzl
: AMSI11-ARS2]

[x—2 y—32 z—1

[T [T

[z

Finalmente, tomamos el producto punto de ANS(1) y ANS(4) y se iguala a cero
para terminar la operaciéon Ner =0:
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ilx gzl

:ANSIL1-AMSEE)
C -2 z——1

el
£ DOTIANS 1L ANSTI =3
(z-— 112 +(d—3 6+ —214=8

DOT |CROSE

Podemos ahora utilizar la funcién EXPAND (en el ment ALG) para calcular esta
expresion:

[xuz
-2 =1

:AMNSI11-AMSEE)

EK—E‘H
DOTAMSL L ARSI =6
[Zz—=112+g=3E+[x—21d =05
ExPARHDIAHSLN

Asi, la ecuacién del plano a través del punto Py(2,3,-1) y teniendo vector
normal N = 4i+6j+2k, es 4x + 6y + 2z - 24 = 0. En modo RPN, use:
el Pt s gt s et v (=) Dy 3

Vectores filas, vectores columnas, y listas
Los vectores presentados en este capitulo son todos vectores filas. En algunos

casos, es necesario crear un vector columna (por ejemplo, al utilizar las
funciones estadisticas predefinidas en la calculadora). La manera mas simple
de escribir un vector columna es incluyendo cada elemento del vector dentro
de corchetes, contenidos dentro de un par de corchetes externos. Por ejemplo,
escribase:

Esto se representa como el vector columna siguiente:

-y

ezl
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En esta seccién mostramos maneras de transformar: un vector columna a un
vector fila, un vector fila a un vector columna, una lista a un vector, y un vector
(o matriz) a una lista.

Primero demostramos estas transformaciones usando el modo RPN. En este
modo, utilizaremos las funciones OBJ->, >LIST, >ARRY y DROP para realizar
la transformacién. Para facilitar acceso a estas funciones fijaremos la bandera
del sistema 117 a SOFT menus (ver el capitulo 1). De esta manera, las
funciones OBJ->, >ARRY, y >LIST serén accesibles usando (=)
Las funciones OBJ=>, > ARRY, y >LIST estaran disponible en las teclas de ment
, y (). La funcién DROP esta disponible usando ()6

A continuacién introducimos la operacién de las funciones OBJ->, LIST,
> ARRY, y DROP con algunos ejemplos.

Funcién OBJ->
Esta funcién descompone un objeto en sus componentes. Si el argumento es

una lista, la funcién OBJ> mostrard los elementos de la lista en |o pantalla,

con el nomero de elementos en nivel 1, por ejemplo: 4 1:2:3F (@m
(a)me I da por resultado:

! 1

1: 2.

HRRY LT +5TF | +THG |

Cuando la funcién OBJ=> se aplica a un vector, listard los elementos del vector
en la pantalla, con el nimero de elementos en el nivel 1: incluido entre llaves

| @ s

(una lista). El ejemplo siguiente ilustra este uso: [ i

da por resultado:
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Si ahora aplicamos la funcién OBJ> una vez més, la lista en nivel 1:, {3.},
serd descompuesto como sigue:

Funcién ->LIST
Esta funcién se utiliza para crear una lista dados los elementos de la lista y la

longitud o el tamafio de la lista. En modo RPN, el tamafio de la lista, digamos,
n, se coloca en el nivel 1: de la pantalla.  Los elementos de la lista se deben
colocar en niveles 2:, 3:, ..., n+1: de la pantalla. Por ejemplo, para crear la

lista {1, 2, 3}, escriba: me
>

Funciéon ->ARRY
Esta funcién se utiliza para crear un vector o una matriz. En esta seccién, la
utilizaremos para construir un vector o un vector columna (es decir, una matriz
de n filas y 1 columna). Para construir un vector regular incorporamos los
elementos del vector en la pantalla, y en nivel 1 escribimos el tamafo del
vector como un lista, por ejemplo, (I)E® (2)@m (3)Evm (S0

EEm CEms ST

Para construir un vector columna de n elementos, escriba los elementos del
vector en la pantalla, y en nivel 1 escriba la lista {n 1}. Por ejemplo,

em (2 e (3)em () () (E)em ()R

Funcién DROP

Esta funcién tiene el mismo efecto que la tecla de cancelacién ((€)).

Transformar un vector fila a un vector columnq

llustramos la transformacién con el vector L Escriba este vector en

la pantalla RPN para seguir el ejercicio. Para transformar un vector fila en un
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vector columna, necesitamos ejecutar las operaciones siguientes en la pantalla
RPN:
1 - Descomponer el vector con la funcién OBJ->

1
=]
=
1

um mm mm AR
[

Estos tres pasos se pueden incorporarse en un programa UserRPL, escrito de
esta manera (en modo RPN): (7)) _«» (S)me >
(evrer) () (arra) (aterd) (R] (X] (©) (Bv7er)

Una nueva variable, , estard disponible en las teclas de ment después de

presionar :
i:
Presione rograma contenido en la variable RXC:
g

para ver el p

=

Esta variable, puede utilizarse para transformar directamente un vector

fila a un vector columna. En modo RPN, escriba el vector fila, y después
Y

presione

Después de definir esta variable, podemos utilizarla en modo ALG para

. Intente, por ejemplo: [

transformar un vector fila en un vector columna. Cambie el modo su

calculadora a ALG e intente el procedimiento siguiente:

0 aNs_, que da por resultado:
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Transformar un vector columna a un vector fila
Poro ilustror esta  transformaciéon, escribiremos el vector columna

Ll ] }1 en modo RPN. Entonces, siga el ejercicio siguiente para
trcnsformqr un vector de la fila en un vector de la columna:
- Utilizar la funcién OBJ=> para descomponer el vector columna

3 - Presionar la tecla (®) (también conocida como la funcién DROP) para
eliminar el nimero en el nivel 1:

4 - Utilizar la funcién >LIST para crear una lista

HERYV[-HLIET] +5TF | +TAI |
5 - Utilizar la funcién > ARRY para crear el vector fila
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Estos cinco pasos se pueden incorporarse a un programa UserRPL escrito como
(en modo RPN):

Dme (e)me R |
COER@D 0@ @

, estard disponible en las teclas de ment después de

ENTER

Una nueva variable

presionar (#8):

Presione

Esta variable, puede tilizarse para transformar directamente un vector
columna a un vector fila. En modo RPN, escriba el vector columna, y después

Intente, por ejemplo:

i (eNTRR

presione
Después de definir la variable

podemos utilizarla en modo ALG para
transformar un vector fila en un vector columna. Cambie el modo su
calculadora a ALG e intente el procedimiento siguiente:

0 Cms

que da por resultado:

Iz )

: CHRIAMSI1ID
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Transformar una lista a un vector

Para ilustrar esta transformacién, escribiremos la lista 4 en modo

RPN. Entonces, seguiremos el ejercicio siguiente para transformar una lista en
un vector:

1 - Utilizar la funcién OBJ=> para descomponer el vector columna

HERY[-HLIET] +5TF | +Thi |

Estos tres pasos se pueden incorporarse a un programa UserRPL escrito como
(en modo RPN):
() e (aurd) (1) () (V)

, estard disponible en las teclas de mens después de

™

NTER

Una nueva variable

presionar :
1:5
Presione el programa contenido en la variable LXV:

para ver

%

Esta variable, , puede utilizarse para transformar directamente una lista a
un vector. En modo RPN, escriba la lista, y después presione §

Intente,

por ejemplo: « 14 &
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i, podemos utilizarla en modo ALG para
transformar una lista a un vector. Cambie el modo su calculadora a ALG e

Después de definir la variable B

intente el procedimiento siguiente: 4 1%
()avs_, que resulta en:

Transformar un vector (o matriz) a una lista
Para transformar un vector en una lista, la calculadora provee la funciéon AXL.

Usted puede encontrar esta funcién a través del catélogo de funciones, como
se muestra a continuacién:

() _or @R @) () @ (0 @

Como ejemplo, aplicar la funcién AXL al vector [1is&:=1 en modo RPN
g . La pantalla siguiente muestra la aplicacién de

usando: L1 syl
la funcion AXL al mismo vector en modo ALG.

P AWLICL 2 37
1123
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Capitulo 10
Creacién y manipulacién de matrices

Este capitulo muestra un nimero de ejemplos dirigidos a crear matrices en la
calculadora y demostrar la manipulacién de los elementos de las mismas.

Definiciones
Una matriz es simplemente un arreglo rectangular de objetos (nimeros, objetos

algebraicos) con cierto nimero de filas y de columnas. Una matriz A con n
filas y m columnas tendrd, por lo tanto, nxm elementos. Un elemento genérico
de la matriz es representado por la variable indexada aj;, el correspondiente a
la fila i y la columna j. Con esta notacién podemos escribir la matriz A como
A = [aj]nxm - La matriz completa se demuestra a continuacién:

ay  dp Ay
a a a
21 22 2m
A - [a[j ]n><m .
anl anZ anm

Una matriz es cuadrada sim = n.  La transpuesta de una matriz se construye al
intercambiar las filas con las columnas y viceversa. Asi, la transpuesta de la
matriz A, es AT = [(GT)ii] mxn = [Gjilmxn- Lo diagonal principal de una matriz
cuadrada es la coleccién de elementos a;,. Una matriz identidad, 1,5, es una

matriz cuadrada cuyos elementos diagonales principales son todos igual 1, y
todos los elementos restantes son cero. Por ejemplo, una matriz identidad 3x3
se escribe como

o
Il

S O =

S = O

- o O
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Una matriz identidad puede escribirse como I, = [§;], en la cual §;; es una

funcién conocida como la funcién delta de Kronecker, y se define como
I, ifi=j
5[,‘ = f . J.
0, ifi#]

Escritura de matrices en la pantalla
En esta seccién se muestran dos formas diferentes de escribir matrices en la

pantalla: (1) utilizando el editor de matrices, y (2) escribiendo las matrices
directamente en la pantalla.

Utilizando el editor de matrices
Como se hizo con los vectores (véase el Capitulo 9), las matrices pueden

escribirse utilizando el editor o escritor de matrices. Por ejemplo, para escribir

la matriz:
-2.5 42 20
03 19 28],
2 —=0.1 05

anero activese el escritor de matrices ()M . Asegurese que la opcién
a sido seleccionada. A continuacién utilicense las siguientes teclas:
(2I)CICIC)Em (4 I)2D)em (2)Eem) ¥ @@ @
CID)em (DI Em (2] 08)
OO em () Em)

Al terminar este ejercicio, la pantalla del escritor de matrices lucird como se
muestra a continuacion:

EDIT | YEC m| +HID | HID+| G+ m| G4
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Presiénese una vez mds para colocar la matriz en al pantalla (stack).
Utilizando el modo ALG, las siguientes figuras muestran la pantalla antes y
después de presionar la tecla @) .

Si se ha seleccionado la opcién Textbook para la pantalla (utilizando
y marcando la opcién vTextbook), la matriz lucird como se mostrd
anteriormente. De otra manera, la pantalla luce de la siguiente forma:

La pantalla en modo RPN lucird muy similar a estas pantallas.

Nota: Mas detalles en el uso del escritor de matrices se presentaron en el
Capitulo 9.

Escribiendo la matriz directamente en la pantalla

Para escribir la matriz anterior directamente en la pantalla utilicese:
Gap]/ -

@ 2D ) @) eI >
)

@ O W) @) @I ™
)

GSD]/ - (e ) ) D)

De tal manera, para escribir una matriz directamente en la pantalla dbranse un
par de corchetes ((5)/__ ) y enciérrese cada fila en la matriz dentro de un par
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de corchetes adicionales ((9)4__). Utilicense comas ((PJ)__: () para
separar los elementos de cada fila, asi como para separar los corchetes entre
filas de la matriz. (Nota: En modo RPN, usted puede omitir los corchetes
infernos después de que el primer conjunto de corchetes ha sido escrito, asi, en
vez de escribir, por ejemplo [[1 2 3] [4 5 6] [7 8 9]], escriba solamente [[1 2
31456789])

Para futura referencia, almacénese esta matriz en la variable A. En modo ALG,

utilicese o) @@ @ . En modo RPN, utilicese ()@@ (mor).

Creacién de matrices con funciones de la calculadora
Algunas matrices pueden ser creadas usando las funciones de la calculadora

disponibles ya sea en el sub-mend MTH/MATRIX/MAKE dentro del ment MTH
(CDwm),

Al THATH HENL i Al THATRIR HENL i
Hud _NECTAF.. Hud

.MOREHALIZE..
CFRCTORE..
LCOL.

.RiH..

.LEg

LRED

LEnl

.ERZE..
.FEOEREILITY..
FFT..

3.
ER
4.
5.k
g

)

i

o en el meno MATRICES/CREATE disponible usando (&) mamices

Al THATRICES MEMU i
Hel
OFERATIONE..
FRCTORIZATION..
RUADRATIC FORH..
.LINEARF =YZTEHZ..
.LINEARF AFFL..
.EIGERYECTORZE..
WECTOFR..

0 T U e Tl

El sub-ment MTH/MATRIX/MAKE (llamémosle el ment MAKE) contiene la
funcién siguientes:
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Al i Al i
Hin HATEIX HAHE WENU ! HitK HATEIX HAHE WENU

- VANDERHONDE
"HILEERT

mientras que el sub-mend MATRICES/CREATE (llamémosle el ment CREATE )
contiene las funciones siguientes:

HOH HOH

Al HATRIZ CREATE HEND i Al HATRI% CREATE HEND i

Al IHATRIY CREATE HEND i

HiH 11.FUT
12 . FUTI

14. KON
15 . REFL
16 CUE
17 VANDERNONDE
12 WATRICES..

Como usted puede ver de explorar estos ments (MAKE y CREATE), ambos
tienen las mismas funciones GET, GETI, PUT, PUTI, SUB, REPL, RDM, RANM,
HILBERT, VANDERMONDE, IDN, CON, —DIAG, y DIAG-. El meni CREATE
incluye los sub-mends COLUMN y ROW, que estan también disponibles
usando el mend MTH/MATRIX.  El ment MAKE incluye las funcién SIZE, que el
menu CREATE no incluye. Basicamente, sin embargo, ambos ments, MAKE y
CREATE, proveer del usuario el mismo conjunto de funciones. En los ejemplos
que siguen, demostraremos cémo tener acceso a funciones con el uso del ment
de matrices MAKE. Al final de esta seccién presentamos una tabla con las
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teclas requeridas para obtener las mismas funciones la bandera de sistema
117 fija a SOFT menus.

Si usted ha fijado esa bandera del sistema (banderal17) a SOFT menus, el
ment MAKE estara disponible con la secuencia: Ce)mmH

Las funciones disponibles se mostrarén como etiquetas de las teclas del meng
como se muestra a continuacién (presione para mostrar la siguiente
pagina del meno):

Con la bandera de sistema 117 fija a SOFT menus, las funciones del meng
CREATE, activado por (&) marrices

, se muestran a continuacion:

Wﬂlﬂi

En las secciones siguientes presentamos aplicaciones de las funciones de los
menus de matrices MAKE y CREATE.

Funciones GET y PUT

Las funciones GET, GETI, PUT, y PUTI, operan con matrices de una manera
similar como con listas o vectores, es decir, usted necesita proporcionar la
localizacién del elemento al cual usted desea aplicar GET o PUT.  Sin
embargo, mientras que en listas y vectores solamente se requiere un indice
para identificar un elemento, en matrices necesitamos una lista de dos indices {
fila, columna } para identificar elementos de la matriz.  Ejemplos del uso de
GET y PUT se presentan a continuacion.
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Utilicemos la matriz que almacenamos en la variable A para demostrar el uso
de las funciones GET y PUT. Por ejemplo, la extraccién del elemento ay3 de la

matriz A, en modo ALG, puede realizarse como sigue:

FUTI | ELE |

2)y
presionando En modo de RPN, este ejercicio se lleva a cabo escribiendo

Noétese que |ogromos el mismo resultado simplemente escribiendo

3 (evie

T, o usando §

Suponer que deseamos colocar el valor ‘n’ en el elemento a3y de la matriz.

Podemos utilizar la funcién PUT para ese propésito, por ejemplo,

sPUTIAS 13 1T]2

mzm

En modo RPN usted puede utilizar: (w) Fa 1 @m (D1
Alternativamente, en modo de RPN usted puede uhllzor n_ (A ;
@m) ™) . Ver el contenido de la variable A después de esta operacion,

utilic

Funciones GETI y PUTI

Las funciones PUTl y GETI se usan en programas UserRPL puesto que mantienen
informacién sobre el indice para el uso repetido de las funciones PUT y GET.
La lista del indice en matrices varia por las columnas primero.  Para ilustrar su
(2,2)&= GETI.
Las figuras siguientes muestran la pantalla RPN antes y después de usar la
funcién GETI:

uso, proponemos el ejercicio siguiente en modo de RPN
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Nétese que la pantalla esté preparada para un uso posterior de GETl o GET,
aumentando en 1 el indice original de la columna, (es decir, de {2,2} a {2,3}),
a la vez que muestra el valor extraido, a saber A(2,2) = 1.9, en el nivel 1.

Ahora, suponer que usted desea colocar el valor 2 en el elemento {3 1} al usar

La figura siguiente muestra la pantalla RPN antes y después de

aplicar PUTI:

En este caso, el 2 fue substituido en la posicién {3 1}, es decir, actualmente
A(3,1) = 2, y el indice de la columna fue aumentado en 1 (por columnas
primero), es decir, de {3,1} a {3,2}. La matriz estd en el nivel 2, y la lista con
los indices estd en el nivel 1.

Funcién SIZE

La funcién SIZE provee una lista que muestra el nimero de filas y de columnas
de la matriz en nivel 1. La pantalla siguiente muestra un par de aplicaciones de
la funcién SIZE en modo ALG:

tSIZERD

:s12€][3 3])

2. 2
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Funcién TRN

La funcién TRN se utiliza producir la transconjugada de una matriz, es decir, la
transpuesta (TRAN) seguido por su conjugado complejo (CONYJ). Por ejemplo,
las pantallas siguientes muestran la matriz original en la variable A y una
transconjugada, usando caracteres pequefios (ver Capitulo 1):

‘A P A=idiA
-2.54.2 2 =2.5=-3. 52 Y. 2-Y. 2@ 2-Tiisd
.3 1.3 a 2= Faed 151,803 A-neded
2 -.1.5 2-duid =.1-=.1u:2 5= Guisd
PA=didiA CTRNCA=1:2A)
=2.5==3.5d:3 4.2-4.3isd 2-3isd ] =3.5==3.5=1:@ 3= Fi=id a=a
L= Pad 1.8-1 3Ed@ a-meded y 4.3-Y.2w=i:d 1.3-1.5-i3 - 1--,

2-2id  -.1--.1i@ -Gl 2-2i-ia2 a-m-id  .G-.E
| 100 | TEN | ROH [ RANH | | 100 | TEN | ROH | RANH |

Si el argumento es una matriz real, TRN produce simplemente la transpuesta de
la matriz. Intente, por ejemplo, TRN(A), y compare con TRAN(A).

En modo RPN, la transconjugada de la matriz A es calculado usando

Nota: La calculadora también incluye la funcién TRAN el sub-meng
MATRICES/OPERATIONS:

Al [HATRICES HEND i Al TRATRIZ OFERATIONS WEND i
1.CREATE..

CFACTORIZATION..
RUADEATIC FORM..
LLINERF ZYETEME..

.LINERF RFFL..
LEIGERVECTORE..
MNECTOF..

Por ejemplo, en modo ALG:
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Funcién CON

La funcién toma como argumentos una lista de dos elementos, correspondiendo
al nomero de la fila y a las columnas de la matriz que se generard, y un valor
constante. La funcién CON genera una matriz con los elementos constantes.
Por ejemplo, en modo de ALG, el comando siguiente crea una matriz 4x3
cuyos elementos son todos iguales a -1.5:

Funcién IDN
la funcién IDN (IDeNtidad) crea una matriz de la identidad dadas su

dimensién. Recuerde que una matriz identidad tiene que ser una matriz
cuadrada, por lo tanto, sélo un valor se requiere para describirla totalmente.
Por ejemplo, para crear una matriz4x4, en modo, ALG use:

Usted puede también utilizar una matriz cuadrada ya existente como el
argumento de la funcién IDN, por ejemplo,

: IDHIA]

La matriz identidad que resulta tendrd las mismas dimensiones que la matriz
argumento.  El usar una matriz no cuadrada (rectangular) como la argumento
de IDN produciré un error.

Pé&gina 10-10



En modo RPN, los dos ejercicios demostrados anteriormente son creados

usando:

Funcién RDM

La funcién RDM (Re-DiMensién) se utiliza para re-escribir vectores y matrices
como matrices y vectores. La entrada a la funcién consiste en el vector o la
matriz original seguida por una lista de un solo nimero, si se convierte a un
vector, o a dos nimeros, si se convierte a una matriz. En el caso primero, el
nimero representa la dimensién del vector, en el dltimo, el nomero de filas y
columnas de la matriz. Los ejemplos siguientes ilustran el uso de la funcién

RDM:

Re-dimensionando un vector a una matriz
El ejemplo siguiente demuestra cémo re-dimensionar un vector de 6 elementos

a una matriz de 2 filas y 3 columnas en modo ALG:

fRDMICL 2 3 4 5 &l,42 34
123
4565

En modo RPN, podemos utilizar [ i ENTER

para producir la matriz mostrada arriba.

Re-dimensionando una matriz a otra matriz
En modo de ALG, ahora utilizamos la matriz creada arriba y la re-

dimensionamos a una matriz de 3 filas y 2 columnas:

"ELTIALL & o9  J0oI0C O5T

1232

fRDMIAMSI1),.2 23]

En modo RPN, utilizamos simplemente £ s & ¥ (v
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Re-dimensionando una matriz a un vector
Para re-dimensionar una matriz a un vector, utilizamos como argumentos la

matriz seguida por una lista que contiene el nimero de elementos en la matriz.
Por ejemplo, para convertir la matriz del ejemplo anterior a un vector de

longitud 6, en el modo ALG, use:

™

NTER

En modo RPN, asumimos que la matriz estéd en pantalla y usamos

Nota: La funcién RDM provee una manera més directa y més eficiente de
transformar listas a arreglos y viceversa, que los procedimientos

demostrados al final del Capitulo 9.

Funcién RANM
La funcién RANM (inglés, RANdom Matriz, o Matriz Aleatoria) generaré una

matriz con elementos siendo nimeros enteros aleatorios dada una lista con el
nimero de filas y de columnas (es decir, las dimensiones de la matriz). Por
ejemplo, en modo de ALG, dos diversas matrices 2x3 con |os elementos al azar
son producidas usando la misma funcién, a saber, SRR

:RAHMILZ 23

fRAMMIEZ 23

En modo RPN, utilice {2,3}

Obviamente, los resultados que usted obtenga en su calculadora serén con
toda certeza diferentes que los resultados anteriores. Los nimeros aleatorios
generados son nimeros enteros distribuidos uniformemente en el rango [-
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10,10], es decir, cada de esos 21 numeros tiene la misma probabilidad de ser
seleccionado. La funcién RANM es util para generar matrices de cualquier
tamafo para ilustrar operaciones y funciones con matrices.

Funcién SUB

la funcién SUB extrae una sub-matriz de una matriz existente, siempre y
cuando se indiquen las posiciones inicial y final de la sub-matriz. Por ejemplo,
si deseamos extraer los elementos aq9, a13, agy, y ap3 del resultado anterior,

como una sub-matriz 2x2, en modo ALG, utilice:

fRAMMIEZ 23

My

s SUBAMS011,41 254

En modo RPN, si se asume que la matriz original 2x3 estd ya en pantalla, use
g o b (V) 4

s ot (ENTR

Funcién REPL

La funcién REPL substituye o inserta una sub-matriz en una matriz mas grande.
la entrada para esta funcién es la matriz donde ocurrira el reemplazo, la
localizacién en donde el reemplazo comienza, y la matriz que se insertard. Por
ejemplo, mqntemendo la matriz que heredomos del ejemplo anterior, escriba la

NP ¥ 311 . En modo ALG, la pantalla de
la izquierda muestra |o nueva matriz antes de presionar @) . La pantalla de

matriz: EL1az

la derecha muestra el uso de la funcién RPL para sustituir la matriz en
¥, la matriz 2x2, dentro de la motnz 3x3 localizada actualmente en

, comenzando en la posicién £

l25]

T

tREFLIAMS(11,52 2%, F|I‘1~IS 1
4
il

Ln‘*':'“-"ﬁn:-:-r_nr

[
2
1
122 =
Hl E RN 4
ra9 =

FUTI | SUE | FUTI| 3UE | REFL
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Si trabaja en el modo de RPN, y si se asume que la matriz 2x2 esté
originalmente en la pantalla, seguimos de la forma siguiente:

@m) (> (esta Oltima tecla intercambia
el contenido de los niveles 1y 2) +1:&% (3 (otro intercambio de los
niveles 1y 2)i

Funcién >DIAG

La funcién —DIAG toma la diagonal principal de una matriz cuadrada de
dimensiones nxn, y crea un vector de dimensién n que contiene los elementos
de la diagonal principal. Por ejemplo, para la matriz que resulté del ejercicio
anterior, podemos extraer la diagonal principal usando:

| V=0
: REPLIAMS(11,42 23, ANSI2)]

1 2 &

49 4

7-58
: +DIAGIAMSI1

[198

En modo RPN, con la matriz 3x3 en la pantalla, tenemos que activar la funcién
>{:IFil3 para obtener el mismo resultado anterior.

Funcién DIAG~>

La funcién DIAG— toma un vector y una lista de las dimensiones de la matriz {
filas, columnas }, y crea una matriz diagonal con la diagonal principal
substituida por los elementos apropiados del vector. Por ejemplo,

IR 0 I AP .' BT A e
produce una matriz diagonal con los primeros 3 elementos del vector

argumento:

En modo RPN, podemos utilizar L1:~1:&:31 @m {3

para obtener el mismo resultado anterior.
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Otro ejemplo del uso de la funcién DIAG— se muestra a continuacién, en
modo ALG:

En modo RPN, use [1i::

En este caso una matriz 3x2 debia ser creada usando como elementos
diagonales principales tantos elementos como sea posible del vector
[1,2,3,4,5]. la diagonal principal, para una matriz rectangular, comienza en
la posicién (1,1) y abarca la posiciéon (2,2), (3,3), etc. hasta que el nimero de
filas o columnas se agota. En este caso, el nimero de columnas (2) fue
agotado antes del numero de filas (3), por lo tanto, la diagonal principal
incluye solamente los elementos en posiciones (1,1) y (2,2). De manera que
solamente los primeros dos elementos del vector se requieren para formar la
diagonal principal.

Funcion VANDERMONDE
La funcién VANDERMONDE genera la matriz de Vandermonde de dimensién

n basada en una lista dada de datos. La dimensién n es, por supuesto, la
longitud de la lista.  Si la lista de la entrada consiste de los objetos {x7, x5,...

xp}, entonces, una matriz de Vandermonde en la calculadora es una matriz que

contiene los siguientes elementos:

2 n-1"]
1 x, x5 - X
2 n-1
1 x, x5 - x,
2 n-1
1 x; x5 - X5
2 n-1
1 ox, x, o ox,

Por ejemplo, el ejemplo siguiente es en modo ALG para la lista {1,2,3,4}:
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: YAMDERMOMDE] 23 45

+ (evteR

En modo de RPN, escriba £ i

Funcién HILBERT

La funcién HILBERT crea la matriz de Hilbert que corresponde a una dimensién
n. Por la definicion, la matriz nxn de Hilbert es H,, = [hi]nxn, de modo que

1
j+k-1

i
La matriz de Hilbert tiene uso en el ajuste numérico de curvas el método de
minimos cuadrados.

Un programa para construir una matriz a partir listas
En esta seccién proporcionamos un par de programas UserRPL para construir

una matriz a partir de un nimero de listas de objetos. Las listas pueden
representar las columnas de la matriz (programa §
(programa 3).
modo de RPN, y las instrucciones para las teclas se dan para la bandera de

o filas de la matriz

los programas se escriben con la calculadora fijada al

sistema 117 fija a SOFT menus. Esta secciéon se provee para que Ud.
practique el acceso a funciones de programacién en la calculadora. Los
programas se enumeran debajo mostrando, en el lado izquierdo, las teclas
necesarias para escribir los pasos del programa, vy, en el lado derecho, los
caracteres escritos en la pantalla al activar esas teclas. Primero, presentamos
los pasos necesarios para producir el programa CRMC.

Las listas representan columnas de la matriz
El programa permite construir una matriz pxn (es decir, p filas, n

columnas) a partir de n listas de p elementos cada una. Para crear el
programa Usense las instrucciones siguientes:
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Secuencia de teclas:
<>

e
= @
<>
CCame
e

m-@

(ame
adlsd)
@
(ame
ame
d
Cms
Cme
Cms
Cms
@@
Fom
CDme_
s D@
(a)me
) (2@ -

) (2@ (AIE)
e

=)

D
D
@B @

)

ENTER

Produce:

«

DuP

i1+

ROLL

NEXT

END

n

COoL>

El programa se exhibe en nivel 1
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Para almacenar el programa: () () (aead) @ (R () © (aeea)

Nota: Si usted almacena este programa en su directorio HOME estara
disponible desde cualquier ofro sub-directorio que usted utilice.

El listado del

Para ver el contenido del programa use
programa es el siguiente:

«

Para utilizar este programa, en modo de RPN, escriba las n listas en el orden
que usted las desea como columnas de la matriz, escriba el valor de n, y
Como ejemplo, intente el ejercicio siguiente:

presione

i1, @ {1 3 @@

Las pantallas siguientes muestran la pantalla RPN antes y después de activar el
programa

TN
e

T

e

1

ay}

Para utilizar el programa en modo ALG, presione seguido por un par de
paréntesis () ). Dentro de los paréntesis escriba las listas de los datos
que representan las columnas de la matriz, separadas por comas, y finalmente,
una coma, y el nimero de columnas. La instruccién es la siguiente:

la pantalla ALG con la ejecucién del programa CRMC se muestra a
continuacion:

Pé&gina 10-18




CREMCHL 2 2 43,41 419116iJ

Las listas representan filas de la matriz
El programa anterior se puede modificar facilmente para crear una matriz

cuando las listas de entrada se convertirdn en las filas de la matriz. El Gnico
cambio que se realizard es cambiar COL—» por ROW- en el listado del
programa. Para realizar este uso del cambio:

Liste programa CRMC
EIEOOO© Moverse al final del programa
(@J(«)(@) Remover COL

(i) (acera) (R) (O] (W) (i) (V) Escribir ROW

Para almacenar el programa: ()@ (aesd) @ (R () (] (aPea)

@ 3@ |

RPN antes y después de activar

i (evmer) £ Ls B (eNtm) 4

Las pantallas siguientes demuestran la pantalla

el programa

i il. 2. 2. 4. :

! 1. 2. 9. 1&6. 1: 1. 2. 3. 4.
: il. 8. 2V. 64, 1. 2. 9. 1le.
1: 1. 8. 27. &4,

Estos programas pueden ser (files para los usos estadisticos, crear
especificamente la matriz estadistica ZDAT. Llos ejemplos del uso de éstos
programan se demuestran en los Gltimos capitulos.

Manipulacién de matrices por columnas
La calculadora proporciona un ment con las funciones para la manipulacién

de matrices operando en sus columnas. Estas funciones estén disponibles a
través del ment MTH/MATRIX/COL.. usando las teclas: ((5)#™_ ). El mend se
muestra en la figura siguiente con la bandera 117 del sistema fija a CHOOSE
boxes:
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AL THATH HENU
MO ECToR..

AL i
EHQHEHTRIH (& i

2. HATEIN..

[
r
H
=
—

.HYFEREOLIC..
.RERAL..

.ERZE..
.FROEAEILITY..
.FFT..

LS

1. HAKE..

2. MORHALIZE..

2 FACTORS..

oL |
5. FiH..

&.LEg

7.RiD

2.EqV

Llas funciones se presentan también en el sub-mend MATRICES/CREATE/
COLUMN:

Al [WATRICES HENU Ii
K T | ——
NFERATIONE..
CFRCTORIZATION..
.BUADRATIC FOFEH..
.LINEAFK =Y=TEHZ..
.LINEAF AFFL..
CEIGENYECTORE..
CMECTOR..

ol

AD i
T WATRIX CREATE MEMU

L COLUAN. ||
2. RN,

. AUGHENT

.I0N

.can

. +0IRG

.DIRG+
LGET

o

Ambos sub-mends mostrardn las mismas funciones:

D WYZ HEX R= '8 ALG
HOM TEERTE COL HEND

1. +CoL
3.C0L+
7.0+
§.CoL-

5. CEHF

& WATRIH..

AD WYE HEX R= 'R LG
HOH FRERTE coL RERD
.ol
3.coL+
7.C0L+
y.CoL-
5. CZHF
& . CRERTE..

Cuando la bandera 117 del sistema se fija a SOFT menus, el ment COL es
accesible a través de ()M

, 0 a través de () mamices

. Ambos procedimientos mostraran el mismo sistema de funciones:

CoL=+| CiL+

COL=+| CoL+

La operacién de estas funciones se presenta a continuacién.
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Funcién >COL
La funcién >COL toma como argumento una matriz y la descomponen en los

vectores que corresponden a sus columnas. Una aplicacién de la funcién
>COL en modo ALG se muestra abajo. La matriz usada se ha almacenado
anteriormente en la variable A. La matriz se muestra en la figura a la izquierda.
La figura a la derecha muestra la matriz descompuesta en columnas. Para ver el
resultado completo, utilice el editor de linea (activado al usar la tecla ).
l"‘. 3 1.9 2.8
2. —.1 .

H =
—Z.04.2 2. COLIA]
.2 1.92.8 [-2.5 .22.J[4.21.9 -k
2. —.1 .5 [-2.5s.3:2. 10
= =+ COLIA) [4.2,1.9,=.11,
[-2.5.22.]J[4.21.9—-. EE.,é.B,.S],S +
+ZRIF|ZRIF

En modo RPN, usted necesita listar la matriz en la pantalla, y activar la funcién
>COL, es decir, ->COL. Lla figura abajo demuestra a pantalla de RPN
antes y después el uso de la funcion >COL.

e [-2.5 .3 2.1
2.94.2 2. =H [4.21.9-.11]
.5 1.oz.8| B 5. 25 .57
2. .11 [ 3.

SCOL | COL+| CoL+ | CoL- | CEWF |WNATRH

En este resultado, la primera columna ocupa el nivel mas alto de la pantalla
después de la descomposicion, y el nivel 1 de la pantalla es ocupado por el
nimero de columnas de la matriz original. la matriz no sobrevive la
descomposicién, es decir, ya no estara disponible en la pantalla.

Funcién COL->
La funcién COL-> tiene el efecto opuesto de la funcién >COL, es decir, dados

n vectores de la misma longitud, y el nomero n, la funcién COL-> construye una
matriz poniendo los vectores de entrada como columnas de la matriz que
resulta. He aqui un ejemplo en modo ALG. El comando usado e

> 0 N R =1 ] RO N I P B J
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sCOL+II. 2. 3. 104. 3. 6
1. 4. 7.

2. 5. 8.
2. 6. 9.

SCOL | COL=+| COL+ | COL= | CEWF [HATRR

En modo RPN, coloque los n vectores en los niveles n+1, n, n-1,...,2, y el
nimero n en nivel de la pantalla 1. De esta manerq, la funcién COL-> coloca
los vectores como columnas en la matriz que resulta. la figura siguiente
demuestra la pantalla RPN antes y después que se usa la funcién COL->.

Mo iy 1. 4. 7.
: [7. & 3. 2. 5. 5.
1: EN 3. &. 9.

Funcién COL+

La funcién COL+ toma como argumento una matriz, un vector con la misma
longitud que el nimero de filas en la matriz, y un nimero entero n que
representa la localizacién de una columna. La funcién COL+ inserta el vector
en la columna n de la matriz. Por ejemplo, en modo de ALG, sustituiremos la
segunda columna en la matriz A con el vector [ -1, -2, -3 ], es decir,

:COL+(A[-1. —-2. —-2.1,2.1
—2.3-1. 4.2 2.

3 -2, 1.92.8

-.1 .5

2. -3

En modo RPN, escriba primero la matriz, y después el vector, y el nomero de la
columna, antes de aplicar la funcién COL+. la figura abajo demuestra la
pantalla de RPN antes y después que aplica la funcién COL+.

: 2,542 2.
N Y —2.5-1. 4.2 2
.5 -z 1.3z
3. -1
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Funcién COL-

la funcién COL- toma como argumentos una matriz y un ndmero entero
representando la posicién de una columna en la matriz. La funcién produce la
matriz original menos una columna, asi como la columna extraida mostrada
como un vector. He aqui un ejemplo en el modo ALG usando la matriz
almacenada en A:

HCOL-(AS,)
-2 54
= 1.? [z, 2.2 .51

En modo RPN, ponga la matriz en la pantalla primero, entonces escriba el

nimero que representa la localizacién de la columna, antes de aplicar la

funcién COL-. La figura siguiente muestra la pantalla RPN antes y después de
aplicar la funcién COL-.

—Z.a g,

I .3 1.

2. -

2 2.
S2.8
.1 .5
3.

Funcién CSWP

La funcion CSWP (inglés, Column SwaP, o intercambio de columnas) toma
como argumentos dos indices, digamos, iy |, (representando dos columnas
distintas en una matriz), y una matriz, y produce una nueva matriz con las
columnas i y | intercambiados. El ejemplo siguiente, en modo ALG, muestra un
uso de esta funcién. Utilizamos la matriz almacenada en la variable A para el
ejemplo. Esta matriz se lista primero.

I 2. —.1

En modo RPN, la funcién CSWP le deja intercambiar las columnas de una
matriz enumerada en la pantalla en nivel 3, cuyos indices se enumeran en los
niveles 1y 2. Por ejemplo, la figura siguiente demuestra la pantalla RPN antes
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y después de aplicar la funcién CSWP a la matriz A para intercambiar las
columnas 2y 3:

: —zéﬁcit.gzz.a

ENER i —2.5 2. 4.2
: N .3 2.81.9
1: 3. 2. .5 -.1

Como usted puede ver, se han intercambiado las columnas que ocuparon
originalmente las posiciones 2 y 3. El intercambio de columnas, y de filas
(véase abajo), se utiliza cominmente al solucionar los sistemas de ecuaciones
lineares con las matrices. Los detalles de estas operaciones serén dados en un
capitulo subsiguiente.

Manipulacién de matrices por filas

La calculadora proporciona un ment con las funciones para la manipulacién
de matrices operando en sus filas. Estas funciones estén disponibles a través
del mentd MTH/MATRIX/ROW.. usando las teclas: ((5D)#m% ). El mens se
muestra en la figura siguiente con la bandera 117 del sistema fija a CHOOSE
boxes:

A0 HATH _HEND i A0 THATRIA HENU i
HOM B HAKE.. —

. 2. MiRHALIZE..

I.LIT. Z.FACTORS..

Y. HYFEREOLIC.. Y. CiL..

5.REAL..

& . ERSE.. AT

7 .FROEREILITY.. 7.EsD

&.FFT.. 2. EqY

AD i
HiH HATRICE: HENU 1

E T |
2 OFERATIONE..

2. FRCTORIZATION..

Y. CURDRATIC FORH..

5.LINEAR SYETEMZ..
g
7
Z

Al ICRERTE KoM _HENL
HON (e
i+
“Ril+

I

.LINEAFR AFFL..
LEIGENYECTORE.,

VECTAE.. HATRIY..

Ambos procedimientos mostrarén las mismas funciones:
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FifD IIF:EHTE RO _HENL i A0 [CEERATE ROW HENU i
b Hom [ e e
— HH —
E.RNI-'- 3. FEOH+
2. R0OH+ Z.ROH+
Y. ROH- Y. FROH-
L.RCI 5. RCI
5. .ECI E.KCI)
. RK:HF 7. EZHF
2. HATRIM.. 2.CREATE..

accesible a través de C)mm
. Ambos procedimientos mostraran el mismo sistema de funciones:

La operacién de estas funciones se presenta abaijo.

Funcién > ROW

La funcién >ROW toma como argumento una matriz y la descompone en los
vectores que corresponden a sus filas. Un uso de la funciéon >ROW en modo
ALG se muestra a continuacién. la matriz usada ha sido almacenada
anteriormente en la variable A. Lo matriz se demuestra en la figura a la
izquierda. La figura a la derecha demuestra la matriz descompuesta en filas.
Para ver el resultado completo, use el editor de linea (activado al presionar la

tecla ).

: [ 5e7)
-2, 5 4.2 2. ROMA) )
515 [2,594.22.00,31.52.

: +ROLIA o L2150, 2.0,

[-2.54.22.10.21.9 2. [E.-i1..51.5.z

+ERIF|SRIF
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En modo RPN, usted necesita listar la matriz en la pantalla, y activar la funcién
>ROW, es decir, >ROW. la figura abajo demuestra a pantalla de RPN
antes y después el uso de la funcion >ROW.

En este resultado, la primera fila ocupa el nivel més alto de la pantalla después
de la descomposicién, y el nivel 1 de la pantalla es ocupado por el nomero de
filas de la matriz original. La matriz no sobrevive la descomposicién, es decir,
no estd disponible mas en la pantalla.

Funcién ROW-

La funcién ROW-s tiene el efecto opuesto de la funcién sROW, es decir, dados
n vectores de la misma longitud, y el nimero n, la funcion ROW=> construye
una matriz poniendo los vectores de la entrada como filas de la matriz que
resulta. Aqui estd un ejemplo e

En modo RPN, coloque los n vectores en niveles de la pantalla n+1, n, n-
1,...,2, y el nbmero n en nivel 1 de la pantalla. De esta manera, la funcién
ROW-> coloca los vectores como filas en la matriz que resulta. Lla figura
siguiente demuestra la pantalla de RPN antes y después que usa la funcién
ROW->.
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Funcién ROW+

La funcion  ROW+ toma como argumento una matriz, un vector con la misma
longitud que el nimero de filas en la matriz, y un nimero n del nomero entero
que representa la localizacién de una fila.  La funcién ROW+ inserta el vector
en la fila n de la matriz. Por ejemplo, en modo de ALG, insertaremos la
segunda fila en la matriz A con el vector [ - 1, 2, -3 ], es decir,

ROM+AL-1. =2. —2.1,2.1
-2.54.2 2.

En modo RPN, escriba la matriz primero, entonces el vector, y el nimero de la
fila, antes de aplicar la funcion ROW+. La figura abajo muestra la pantalla de
RPN antes y después que aplica la funcién ROW+.

Funcién ROW-

la funcién ROW- toma como argumento una matriz y un nomero entero
representando la posicién de una fila en la matriz. La funcién produce la matriz
original, menos una fila, asi como la fila extraida escrita como un vector. He
aqui un ejemplo en el modo ALG usando la matriz almacenada en A:

En modo RPN, coloque la matriz en pantalla primero, después escriba el
nimero que representa la localizacién de la fila antes de aplicar la funcién
ROW-. La figura siguiente muestra la pantalla RPN antes y después de aplica
la funcién ROW-,
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: =5 4.7 =
.2 1.92.8 —2.54.2 2
. -1.g i 1.9z.8
- T T

Funcién RSWP

la funcién RSWP (inglés, Row SwaP, o intercambio de filas) toma como
argumentos dos indices, digamos, iy |, (representando dos filas distintas en
una matriz), y una matriz, y produce una nueva matriz con filas iy j
intercambiadas. El ejemplo siguiente, en modo ALG, muestra una aplicacién
de esta funcién. Utilizamos la matriz almacenada en la variable A para el
ejemplo. Esta matriz es el primer argumento de RSWP:

*FE=NFIA,Z. _.3.%

En modo RPN, la funcién RSWP permite el intercambio de las filas de una
matriz listada en el nivel 3 de la pantalla, los indices se listan en los niveles 1y
2 de la pantalla. Por ejemplo, la figura siguiente demuestra la pantalla RPN
antes y después que se aplica la funcién RSWP a la matriz A para intercambiar

las filas 2 y 3:
: —EéS ‘1"522'5 _
ENER i —2.54.2 2.
: 2 2. —.1 .5
1: 3. .2 1.92.8

Como usted puede ver, las filas que ocupaban originalmente las posiciones 2 y
3 han sido infercambiadas.

Funcién RCI
La funcién RCl significa multiplicar la fila (inglés, Row) | por un valor Constante

y sustituir la fila resultante en la misma localizacién.  El ejemplo siguiente,
escrito en modo ALG, toma la matriz almacenada en A, y multiplica la fila
numero 3 por el valor constante 5, sustituyendo la fila por este producto.
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Este mismo ejercicio, ejecutado en modo RPN, se muestra en la figura siguiente.
La figura de la izquierda muestra la matriz, el factor y el nomero de la fila, en
los niveles 3, 2, y 1, respectivamente. La figura de la derecha muestra la matriz
que resulta después de que se activa la funcién RCI.

—Eéﬁ?.gzz.a :
O 1: -2.54.2 2.
: 5. .3 1.92.8
1: 3. 18. -.5 2.5

Funcién RClJ

La funcién RClJ, significa “tome la fila (inglés, Row) | y multipliquela por una
constante C, y después sume la fila resultante a la fila J, reemplazando la fila J
con la suma resultante.” Este tipo de operacién con filas es muy comon en el
proceso de la eliminacién gaussiana o de Gauss-Jordan (mas detalles en este
procedimiento se presentan en un capitulo posterior). Los argumentos de la
funcién son: (1) la matriz, (2) el valor constante, (3) la fila que se multiplicaréa
por la constante en (2), y (4) la fila que se substituird por la suma resultante
segun lo descrito anteriormente. Por ejemplo, tomando la matriz almacenada
en la variable A, vamos a multiplicar la columna 3 por 1.5, y la agregamos a
la columna 2. El ejemplo siguiente se realiza en modo ALG:

sRECTOAIL 2 S, 2]

En modo de RPN, escriba primero la matriz, seguida por el valor constante,
después por la fila que se multiplicard por el valor constante, y finalmente
escriba la fila que serd substituida. La figura siguiente muestra la pantalla RPN
antes y después de aplicar la funcién RCl) bajo las mismas condiciones d el
ejemplo en modo ALG mostrado anteriormente:
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Capitulo 11
Operaciones con matrices y dlgebra lineal

En el capitulo 10 introdujimos el concepto de una matriz y presentamos un
nimero de funciones para escribir, crear, o manipular las matrices. En este
capitulo presentamos ejemplos de las operaciones y de las aplicaciones de las
matrices a los problemas del dlgebra linear.

Operaciones con matrices
Las matrices, como otros objetos matemdticos, pueden sumarse y restarse.

También pueden ser multiplicadas por un escalar o multiplicarse la una con la
otra. También pueden elevarse a una potencia real. Una operacién importante
en el dlgebra lineal es la inversa de una matriz. Detalles de estas operaciones
se muestran a continuacién.

Para ilustrar las operaciones matriciales, se crearén un cierto nimero de
matrices que se almacenardn en variables. El nombre genérico de las matrices
serd Aij y Bij, donde i representa el nomero de filas y j el nomero de las
columnas de las matrices. Las matrices que se utilizaran son generadas usando
la funcion RANM (inglés, random matrices, o matrices aleatorias). Si usted
infenta este ejercicio en su calculadora va a obtener matrices diferentes de las
que se muestran a contfinuacién, a menos que usted los almacene en su
calculadora exactamente segin se muestran aqui. He aqui las matrices A22,

B22, A23, B23, A33 y B33, creadas en modo ALG:

SRANKCLZ 230kA22 ‘RANNCLE 231kA22

‘RANHCLZ 23 )kE22

‘RANNCLE 23IkE22

CRAMKCES 33ikR23 RANHCEE Z22kAZZ

-5 - =F =24
; ?E [? 2 E]
-5 0 E -14
tRANHCLE 23 kEZ2D 0z tRANNCEE 23IREZ2
[ 5 -&
-y -2
23
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Adicién y substraccién

Considere un par de matrices A = [Qj]mun ¥ B = [bjjlmyn. Lo adicion y la
substraccién de estas dos matrices es posible solamente si ambas tienen el
mismo numero de filas y de columnas. La matriz que resulta, € = A £ B =
[Cijlmxn tiene elementos ¢;; = aj; + bj;. A continuacién se muestran ejemplos de
operaciones que utilizan las matrices almacenadas anteriormente en modo

AlG(Vg.

‘A32+E22 ‘REZ+EIZ
-1 -2 gin 1
=2 10 4-2-z
‘A22-E22 ‘AEZ-E23

‘AF2+EZE

‘AF2-EZ2

Traducir los ejemplos de ALG a RPN es simple, segin lo ilustrado aqui. Los
ejemplos restantes de las operaciones de la matriz serén realizados en modo
de ALG solamente.
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Multiplicacién
Existen numerosas operaciones de multiplicacién que involucran matrices.
Estas operaciones se describen a continuacion.

Multiplicacién por un escalar

Multiplicacién de la matriz A = [qjj]mxn por un escalar k da lugar a la matriz €
= kA = [Cjjlmun = [kaijjlmxn-  En particular, el negativo de una matriz se define
por la operacién -A =(-1)A = [-0j] myn.  Algunos ejemplos de multiplicacion de

una matriz por un escalar se muestran a continuacién:

=

1 32 4ad -5n
=20 =20 Be =42 -1a
ys 2% g3z
=25 0 [IJ -4y

i-3E32 -5 & #

72 - -5& 1.35[22

32 40 -5& -igd. 0 ]

56 =42 -1k g 2.5
| /22 |

Combinando la adicién y la substraccién con la multiplicaciéon por un escalar
podemos formar combinaciones lineares de las matrices de las mismas
dimensiones, Vg..,

(RIAZZ-mEID AiR22-nE32
-1s -21 -22 [-?5 2
53 70 -12 r2 -&d
EF =41 @ (A2 3-mEZ2

i-TE2I-T A2 -2 =20-3a
-6 -GY -3z Y5-5i1  F5--&
-4 -1ig -11 -25--4:i1 -(-Zq1

En una combinacién linear de matrices, podemos multiplicar una matriz por un
nimero imaginario para obtener una matriz de nimeros complejos, Vg..,

Al WYZ HEW €= '3’ ALG
HOHEZ
FRAZF-GiLB22
“lE--YEd  -B-Ba P-7iEa
1Y4--Yikii 16--Gikei 12-7iked
10=-Figid  =Z=8i  F-ilndi
¢t ERFANDCANECLY)
=(1E-34i) -(E+Gid]) Z-Hdidi
i 16430a 12-'IE-i]
=(3+76a) #-13

[EXFANIFACTAILNCOLL LIN [FARTF
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Multiplicacién de una matriz con un vector

La multiplicacién de una matriz con un vector es posible solamente si el nimero
de columnas de la matriz es igual al nomero de elementos del vector. Ejemplos
de multiplicacién de una matriz con un vector se presentan a continuacién:

i :xr)

CANE(ANCL 2 -2 CANE(ANEL -2]

La multiplicacién de un vector por una matriz, sin embargo, no estd definida.
Esta multiplicaciéon puede ejecutarse, como un caso especial de la
multiplicacién de matrices como se define a continuacién.

Multiplicacién de matrices

la multiplicacién de matrices se define por la expresion €q.p = AmupBpyn,
donde A = [gjlnxp B = [bjjlpxns ¥ € = [jlmun Obsérvese que la
multiplicacién de matrices es posible solamente si el nimero de columnas en el
primer operando es igual al nimero de filas en el segundo. El elemento
genérico c;j del producto se escribe:

p
c; =Zaik by, fori=12,....m; j=12,....n.
k=1

Esto es similar a decir que el elemento en la fila i y la columna | del producto
C, resulta al multiplicar término a término la fila i de A con la columna j de B,
y agregando los productos de esos términos. La multiplicacién de matrices no
es conmutativa, es decir, en general, A-B = B-A. Es posible que uno de los
productos A-B o B-A no exista. Las siguientes figuras muestran multiplicaciones
de las matrices que se almacenaron anteriormente:
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AFREZZ

16 71 -63
-2 3 147 :R2JEID
=44 T4 T [-55 &Y
(EITRIT -16 18
i O R T :E22AAD
32 -35 -1 -55 -1§
10z &7 1% g4 1%
| A2 | B22 | A2 | E2Z
g X 3:xr 0 F]
-6 12 15 =24 2y
52 & -5 22 -32
-2& =25 -35 -4z
(E2TRIZ E2TAIZ
56 2F

=501 -7
| q22 | B22 | AZ2 | E22

la multiplicacién de una matriz por un vector, introducida en la seccién
anterior, se puede definir como el producto de una matriz mxn con una matriz
nx1 (es decir, un vector columna) dando por resultado una matriz mx1 (es
decir, ofro vector). Para verificar esta asercion verifique los ejemplos
presentados en la seccidn anterior. Asi, los vectores definidos en el capitulo 9
son bésicamente vectores columna dentro del contexto de la multiplicacién de
matrices.

El producto de un vector con una matriz es posible si el vector es un vector fila,
es decir, una matriz 1xm, la cudl, al multiplicarse con una matriz mxn, produce
una matriz 1xn (otro vector fila). Para la calculadora poder identificar un vector
fila, usted debe utilizar los corchetes dobles para escribirla, por ejemplo,

(32
oz H =k
5 -5 o4
-y -3 g -E -7
:[1 3 ELANSIL) (L1 FLANECLY

Multiplicacién término-a-término

La multiplicacién término-a-término de dos matrices de las mismas dimensiones
es posible gracias a la funcién HADAMARD. El resultado es, por supuesto, una
matriz de las mismas dimensiones que los operandos. La funcion HADAMARD
esté disponible a través del catélogo de funciones ((P)_ar ), o a través del
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sub-mend MATRICES/OPERATIONS (=) marcs ). Algunas aplicaciones de la
funcion HADAMARD se presentan a continuacién:

: HADAHARDIAZE,E32) : HADAHARDCEZ2,AZ2)
32 -2 3F 0 -1z
-2z -4 43 Y5 -4z
-35 -E @ an o

: HADAHARDIAZE, E22) : HADAHARDCERZ,AZ2)
-5 0 0 24 -20

0 1ig =12 -2y -4o

Elevar una matriz a una potencia real

Puede elevar una matriz a cualquier potencia siempre y cuando ésta sea un
infegro o un némero real sin parte fraccional. Este ejemplo muestra el resultado
de elevar la matriz B22, creada anteriormente, a la potencia de 5:

T =
-= =

dz154zs —344E57T1Z
—34=71izE 47TESE
ET0F |FURGE[CLEAFR

También puede elevar una matriz a una potencia sin guardarla primero como
variable:

199 299
AZE BS54
| VIEH [ KCL | ST0k [FUFRGE]

En el modo algebraico, la combinacién de teclas es: [ingrese o seleccione la
matriz] () [ingrese la potencia] @) .

En el modo RPN, la combinacién de teclas es: [ingrese o seleccione la matriz]
() [ingrese la potencia] (X)) @) .

Llas matrices pueden ser elevadas a potencies negativas. En este caso, el
resultado equivale a 1/[matriz]* ABS(potencia).
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—a3
i[23]

=17 —14E
=

—34=E 133
1 1e

EDIT | VIEH ET0F IFURGE|CLEAF

La matriz identidad

En el capitulo 9 introducimos la matriz identidad como la matriz 1 = [8j]un
donde ;; es la funcion delta de Kronecker. Las matrices identidad pueden ser
obtenidas usando la funcién IDN descrita en el capitulo 9. La matriz identidad
tiene la caracteristica que Al = LA = A. Para verificar esta caracteristica

presentamos los ejemplos siguientes usando las matrices almacenadas
anteriormente:

‘R332

A2 IDNCAZEY

1
Lo

[ 2
[7:

=

La matriz inversa

La inversa de una matriz cuadrada A es la matriz A tal que AAT = ATA =
I, en la cual I es la matriz identidad de las mismas dimensiones de A. Lla
inversa de a matriz se obtiene en la calculadora utilizando la funcién INV (es
decir, la tecla (7x)). Ejemplos involucrando la inversa de las matrices
almacenadas anteriormente se presentan a continuacién:

SINYCAZZ2D

nd
=
nd
=
w
I rd
LLT I
LR

243 243 3ya

Para verificar las propiedades de la matriz inversa se presentan las siguientes
multiplicaciones:
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AZEINNCAZZD - lﬂ i

1a0
gin :E2ZINWEID
0d1 [4 ¢
s IMWEZTNERS 01
1a0
g1
0d1

A2 INYCAZEN

Caracterizar una matriz (El mend NORM de matrices)
El ment NORM (NORMALIZAR) de matrices se obtiene utilizando las teclas

(e)#H_ . (bandera de sistema117 fija a CHOOSE boxes):

AD
HiH HATH HENLU

i HD [HATRIA HENU Ii
— MO HARE., —

2. NOEMALIZE..
2 LIET.. 2.FACTORE..
Y. HYFEREOLIC.. Y. CoL..
5. REAL.. 5. FOH..
&.ERZE.. . LER
7. FROEAEILITY.. 7.RED
2.FFT.. 2. ey

Este mend contiene las funciones siguientes:

Al [HATRIA NORH _HENO i

HiH HATRIH NOEH HENU

L AE: || Y. CNRH —
2. =NkN 5. SRAD

2. RNEN &. COND

4. CMEN 7 . RANK

5. SRAD 2.

&. COND 5,

7. RANK

2.0ET

Estas funciones se presentan a continuacién. Dado que muchas de estas
funciones utilizan conceptos de la teoria de matrices, tales como valores
singulares, rango, etc., incluiremos descripciones cortas de estos conceptos
mezclados con la descripcién de funciones.

Funcién ABS

Funcién ABS calcula lo qué se conoce como la norma de Frobenius de una
matriz. Para una matriz A = [aj] mxn, la norma de Frobenius de la matriz se

define como
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Si la matriz bajo consideracién en un vector fila o un vector columna, entonces
la norma de Frobenius, | |A||F, es simplemente la magnitud del vector. El

ABS de Funcién es accesible directamente en el teclado como ()45 .

Intente los ejercicios siguientes en el modo de ALG (que usa las matrices
almacenadas anterior para las operaciones de la matriz):

e =EE]
217 7ol5

tIRZ3 tIAZ3
17a 275

1=k tIAZ2
35 227

Funcién SNRM

Funcién SNRM calcula norma espectral (inglés, Spectral NoRM) de una matriz,
que se define como el valor singular mas grande de la matriz, también
conocido como la norma euclidiana de la matriz. Por ejemplo,

P SHERMIARZ2]

2.

s SHEMIAZZ)
14. 7146399549

s SHREMIAZ3)
14.1267419471
22 | az2 [ E22 | A32

[FEE] Z
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Descomposicién de valor singular

Para entender la operacién de la funcién SNRM, necesitamos introducir el
concepto de la descomposicion de la  matriz.  Basicamente, la
descomposicién de la matriz implica la determinacién de dos o mas
matrices que, cuando estan multiplicadas en cierta orden (y, quizds, con
cierta inversién o transposicién de la matriz incluida), producen la matriz
original. la descomposicién de valor singular (inglés, Singular Value
Decomposition, SVD) es tal que una matriz rectangular A, se escribe

como
_ T
Am><n - Um><m 'sm><n v nxns
En la cual U y V son matrices ortogonales, y S es una matriz diagonal. Los

elementos diagonales de S se llaman los valores singulares de A y se
ordenan generalmente de manera que s; > 5,1, parai=1, 2, ..., n-1. las

columnas [u;] de U y [v;] de V son los vectores singulares correspondientes.

(Las matrices ortogonales son tales que U- UT = 1. Una matriz diagonal

tiene elementos diferentes a cero solamente a lo largo de su diagonal
principal).

El rango de una matriz se puede determinar de su SVD contando el nomero
de valores no singulares. Los ejemplos de SVD serdn presentados en una

seccion subsiguiente.

Funciones RNRM y CNRM

Funcién RNRM produce la norma de fila (inglés, Row NoRM) de una matriz,
mientras que la funcién CNRM produce la norma de columna (Column NoRM)
de una matriz. Ejemplos,

Z1
t RHRMIAZ 2] | FCHRMAZE) o
F CHRMIAZZ) | FRHRMAZE) :
t RHRMIAZE) | FCHRMAZE)
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Norma de fila y norma de columna de una matriz

La norma de fila de una matriz es calculada tomando las sumas de los
valores absolutos de todos los elementos en cada fila, y entonces,
seleccionando el maximo de estas sumas. la norma de columna de una
matriz es calculada tomando las sumas de los valores absolutos de todos los
elementos en cada columna, y entonces, seleccionando el maximo de estas

sumas.

Funcién SRAD

Funcién SRAD determina el radio espectral (inglés, Spectral RADius) de una
matriz, definido como el mas grande de los valores absolutos de sus valores
propios. Por ejemplo,

: SRADIAZ2) .
: SRADIASS) i
0.22391 25796
: SRADIEZ2)
15. 515609770

Definicién de valores propios y vectores propios de una matriz

Los valores propios de una matriz cuadrada resultan de la ecuacién matricial
A-x = A-x. Los valores de A que satisfacen la ecuacién se conoce como los
valores propios de la matriz A. los valores de x ese resultado de la
ecuacién para cada valor de A se conocen como los vectores propios de la
matriz. Otros detalles sobre valores propios y vectores propios se presentan
més adelante en el capitulo.

Funcién COND
Funcién COND determina el nimero de condicién de una matriz. Ejemplos,
:COMDIAZ 2] 4
: COMDIESS) )
Q.82e17E861T9
: COMDIAZE]
6. 78714859438

[i] n EZ2 EZd | AZ2
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Nomero de condicién de una matriz
El nimero de la condicién de una matriz no singular cuadrada se define
como el producto de la norma de la matriz con la norma de su inversa, es

decir, cond(A) = | |A]|x||AT||. Elegiremos como la norma de la
matriz, | |A|]|, el méximo de su norma de fila (RNRM) y su norma de

columna (CNRM), mientras que la norma de la inversa, | |A]], serd
seleccionada como el minimo de su norma de fila y su norma de columna.

Asi, ||A]|| = max(RNRM(A),CNRM(A)), y | |AT|| = min(RNRM(A),
CNRM(A™)).

El nomero de condicién de una matriz singular es infinito. El nomero de
condicién de una matriz no singular es una medida de cuén cercana la
matriz esté a ser singular. Cuanto més grande es el valor del nomero de
condicién, més cercano estd la matriz a la singularidad. (La matriz singular
de A es una para la cual la inversa no existe).

Intente el ejercicio siguiente para el nimero de condicién de la matriz en matriz
A33. El numero de la condicién es COND(A33) , la norma de fila, y la norma
de columna para A33 se muestra a la izquierda. los ndmeros
correspondientes para la matriz inversa, INV(A33), se muestran a la derecha:

: COMDIAZE] f COMDCIMVIRZEN
. 73714359428 . rar 14259432

: RHREMIAZ2] : RHREMIIHVIRZZ)
21. . 2E184417ETE

: CHRMIAZ2] : CHRMIIHWIRZE

« 33337429719

HAD | KANK | KNEX | KD

HAD | KANK | KNEX | RS0

Dado que RNRM(A33) > CNRM(A33), se toma | |A33|| = RNRM(A33) =
21. También, dado que  CNRM(INV(A33)) < RNRM(INV(A33)), tomaremos
|1INV(A33)|| = CNRM(INV(A33)) = 0.261044... Asi, el nimero de la

condicién también se calcula como

CNRM(A33)*CNRM(INV(A33)) = COND(A33) = 6.7871485...
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Funcién RANK

Funcién RANK determina el rango de una matriz cuadrada. Intente los
ejemplos siguientes:

:RAMEIARZ 2]

: REAMEIEZ2]

El rango de una matriz

El rango de una matriz cuadrada es el nomero maximo de las filas o de las
columnas linealmente independientes que la matriz contiene. Suponga que
usted escribe una matriz cuadrada A, como A = [€7 €5 ... €], en la cual

¢ (i=1,2 ..., n)son vectores que representan las columnas de la matriz A,

entonces, si cualquiera de esas columnas, digamos ¢, puede ser escrita

c, = Zdj-cj,

J#k,jell,2,..n}

como

donde los valores d; son constantes, decimos que ¢ es linealmente

dependiente de las columnas incluidas en la adicién. (Note que los valores
de | incluyen cualquier valor en el conjunto {1, 2, ..., n}, en cualquier
combinacién, siempre que j#k.) Si la expresién demostrada arriba no se
puede escribir para cualesquiera de los vectores de la columna entonces
decimos que todas las columnas son linealmente independientes.  Una
definicién similar para la independencia lineal de filas puede ser
desarrollada escribiendo la matriz como una columna de vectores fila.  Asi,
si encontramos que rank(A) = n, entonces la matriz tiene una inversa y es
una matriz no singular. Si, por otra parte, rank(A) < n, entonces la matriz es
singular y su inversa no existe.
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Por ejemplo, intente encontrar el rango de la matriz:

s 0O -

IS 21
122
246
a-21

* RAMKIAMSI11]

Se encontrard que el rango es 2. Esto es porque la segunda fila [2,4,6] es igual
a la primera fila [1,2,3] multiplicada por 2, asi, la fila dos es linealmente
dependiente de la fila 1 y el nomero méximo de filas linealmente
independientes es 2. Usted puede comprobar que el nimero méximo de
columnas linealmente independientes es 3. El rango, que es el nimero maximo

de filas o columnas linealmente independientes, se convierte en 2 para este

caso.

Funcién DET

La funcién DET se utiliza para calcular el determinante de una matriz cuadrada.

Por ejemplo,

:DETIEZ2)
:DETIAZ2)

:DETIEZ22)
:DETIAZ2)

El determinante de una matriz
El determinante de una matriz 2x2 y de una matriz 3x3 se representa por el

mismo arreglo de los elementos de las matrices, pero incluido entre las

lineas verticales, es decir,

all

ay,
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Un deferminante 2x2 es calculado multiplicando los elementos en su
diagonal y agregando esos productos acompafados por un signo positivo o
negativo segun lo indicado en el diagrama siguiente:

N /

El determinante 2x2 es, por lo tanto,

a,, 4a,
=4y Ay —dyp ay

ay Ay
Un determinante 3x3 es calculado aumentando el determinante, una
operacién que consista en copiar las primeras dos columnas del
determinante, y colocarlas a la derecha de la columna 3, segin lo
demostrado en el diagrama siguiente. El diagrama también muestra los
elementos que se multiplicaran con el signo correspondiente adjunto al
producto, de manera similar a lo hecho anteriormente para un determinante
2x2. Después de la multiplicacién los resultados se agregan para obtener el
determinante.

N
o o 9 ® ® @
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Para las matrices cuadradas de una orden mayor, los determinantes pueden
ser calculados usando determinantes de una orden menor, llamados
cofactores. La idea general es "ampliar" el determinante de una matriz nxn
(también designado un determinante nxn) en una suma de los cofactores,
que son los determinantes (n-1)x(n-1), multiplicado por los elementos de una
sola fila o columna, con signos positivos y negativos alternados. . Esta
"extension" entonces se lleva al nivel (més bajo) siguiente, con los cofactores
de orden (n-2)x(n-2), y asi sucesivamente, hasta terminar solamente con una
larga suma de determinantes 2x2. los determinantes 2x2 entonces se
calculan con el método demostrado anteriormente.

El método de calcular un determinante por su expansién en cofactores es
muy ineficiente en el sentido que implica un nimero de operaciones que
crece muy répido a medida que aumenta el tamafio de los determinantes.
Un método més eficiente, y el que se prefiere en aplicaciones numéricas, es
utilizar un resultado de la eliminacién gaussiana. El método de eliminacién
gaussiana se utiliza para solucionar los sistemas de ecuaciones lineares. Los
detalles de este método se presentan més adelante este capitulo.

Para referirnos al determinante de una matriz A, escribiremos det(A). Una
matriz singular tiene un igual determinante a cero.

Funcién TRACE

La funcién TRACE se utiliza para calcular la traza de una matriz cuadrada,
definida como la suma de los elementos en la diagonal principal, o seq,

Ejemplos:
i TRACEIRZZ) i TRACEIRS3)
: TRACEIEZ22) : TRACEIEZ3)
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Funcién TRAN

Funcién TRAN produce la transpuesta de una matriz real o la conjugada
transpuesta de una matriz compleja. TRAN es similar a TRN. La operacién de
la funcién TRN fue presentada en el capitulo 10.

Operaciones adicionales con matrices (El meno OPER)
El mend OPER (OPERATIONS) estd disponible con las teclas (&) mamices

(bandera de sistema 117 fija a CHOOSE boxes):

Al i
HiH HATRICE: HENU I'

1.CKEATE.. —
L OFERATIONE..
LFACTORIZATION..
.RUADRATIC FORH..

.LINEAR =YETENWZ..
.LINEAFR AFFL..
LEIGENYECTORE.,
.MECTOF..

Lo R W Rty B L] M

El menu OPERATIONS incluye las funciones siguientes:

AL HATRIA OFERATIONS HEND |

i
HENU HiH

AD
HiH HATRIH OFERATIONE

.HAHL
. A
.CNEN
LCOND
LDET
. HADANARD
Lig

ol

Al [HATRIA OFERATION: HEOD |

HiH

2. HATRICEE:..

Funciones ABS, CNRM, COND, DET, RANK, RNRM, SNRM, TRACE, y TRAN
también se encuentran en el mend MTH/MATRIX/NORM (el tema de la
seccién anterior). La funcién SIZE fue presentada en el capitulo 10. La funcién
HADAMARD fue presentada anteriormente en el contexto de multiplicacién de
matrices. Las funciones LSQ , MAD y RSD se relacionan con la solucién de los
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sistemas de ecuaciones lineares y serd presentado en una seccién subsiguiente
en este capitulo. En esta seccién discutiremos solamente las funciones AXL y

AXM.

Funcién AXL
Funcién AXL convierte un arreglo (matriz) a una lista, y viceversa. Por ejemplo,
tB32 B33
gz -4 17
2 -G -4 -7
—4 -3 -F¥ & 2
*AxLIEZZ) : AsLIEZ2]

8 3k {5 -k -4 -3 -4 174 57 -V &2
|4 | 22 | A2 | B33 | # | E22 | A2 | B33

Nota: la Oltima operacién es similar a la del programa CRMR presentado en
el capitulo 10.

Funcién AXM

Funcién AXM convierte un arreglo que contiene elementos enteros o fracciones
a su forma decimal, o aproximada, correspondiente. Por ejemplo,

T T a7 2E 43
“1 e o 495 498 495
=1 =6 —35 t AXMIANSIL]]

249 249 249 -7 E3E522A8525E-2 -1,
A7 23 43 -4.816A5425F83E-2 .
495 498 495 a 1EE4E2E-2 4.

. 43775

EZ2 | A2Z | E22 | AZ

Funcién LCXM

Funcién LCXM se pueden utilizar para generar matrices tales que el elemento
ajj es una funcién de iy j. La entrada a esta funcién consiste en dos nGmeros
enteros, n y m, representando el nimero de filas y de columnas de la matriz
que se generard, y un programa que foma i y | como entrada. Los nimeros n,
m, y el programa ocupardan los niveles 3, 2, y 1, de la pantallg,
respectivamente (modo RPN). Lla funcién LCXM es accesible a través del
catélogo de funciones (7)) _ar .
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Por ejemplo, para generar una matriz 2x3 cuyos elementos se dan como ajj =

(i+)2 primero, almacene el programa siguiente en la variable P1, en modo
RPN. Esta es la manera que la pantalla de RPN luce antes de presionar (s7o»).

Er o oo i oJ % '"Ci+jat2.
' EMAL E o#

La figura siguiente muestra la pantalla RPN antes y después de aplicar la
funcién LCXM:

: o
: = :
10 = 2+ i j & 'Ci+jr"z. 1: 4. 9. 16,
' EVMAL 3 @ 2. 16, 25.
| E27 | AZZ | E32 | A2Z | | E27 | A3Z |

fLCEMEZ. 2. BCLIPL
4. 9. 1&.
F. 16. 23,

El programa P1 debe haber sido creado y almacenado en modo RPN.

Solucién de sistemas lineales
Un sistema de n ecuaciones lineales en m variables puede escribirse de la

siguiente manera:
aj1:x1 +ajxp +0a13:Xx3 + ...+ a1, m-1"X m-1 +G],m'xm Zb],
Ap1:X71 +dAgpXp +dp3Xx3 + ...+ A2 m-1"X m-1 + A)mXm = bQ,

a31:X7] +04azpXp + 033Xz +...+ a3,m-1"X m-1 + A3 mXm = b3,

An.1,1X1 ¥ Ap1,2X2 + A1 3 X3 + oo+ A ) 1 X ] T O i,m X m = bn-]t
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An1X] + Op2'X + Qp3X3 +.ob QpmiXm] + OymXm =b,.

Este sistema de ecuaciones lineales puede escribirse como una ecuacién
matricial, AnymXmx1 = Bpx1, si se definen los siguientes matriz y vectores:

ay  4p o 4y, X b,

Ay Ay =0y, Xy b,
A=\ . o ) x=| . b=| .

a”’l a”2 a”m nxm , xm mxl1 , b” nxl1

Utilizando la solucién numérica de sistemas lineales
Existen muchas formas de resolver un sistema de ecuaciones lineales con la

calculadora. Por ejemplo, uno puede utilizar el ment de soluciones numéricas
CPmmsy . Seleccidnese la opcién 4. Solve lin sys.. en la lista de soluciones
numéricas (figura de la izquierda) y presiénese la tecla |
forma interactiva (figura de la derecha) serd producida:

La siguiente

Eﬁn U2 HER F= 'R ALG TOLNE SYZTEN A- A=
HilHF 2 :

1. Z0lug aquation..
2. 50lug diffF eq..
I E0lug paly..

5. Zalug Finance..
6. HELY

Entgr CogFFaicign®ts Hatrix A
EDIT |[CHOOE

para resolver el sistema lineal A-x = b, escribase la matriz A, utilizando el
formato [[ a1, ayp, ... ], ... [....]] en la opcién A: de la forma interactiva. Asi
mismo, escribase el vector b en la opcién B: de la forma interactiva. Cuando
se seleccione la opcién X:, presiénese la tecla

i. Si existe una solucién e
vector solucién x se mostrard en la opcién X: de la forma interactiva. La
solucién se reproduce también en la pantalla normal.  Algunos ejemplos se
muestran a continuacion.

Un sistema cuadrado
El sistema de ecuaciones lineales
2X] + 3X2 —5X3 = ]3,

Péagina 11-20



X7 — 3x9 + 8x3 =-13,
2X] - 2X2 + 4X3 = -6,

puede escribirse como la ecuacién matricial A-x = b, si se usa:

2 3 =5 X, 13
A=l1 -3 8 | x=|x,|, and b=|-13|
2 -2 4 X, -6

Este sistema tiene el mismo numero de ecuaciones e incégnitas, y se conoce
como un sistema cuadrado. En general, habra una solucién Gnica del sistema.
La solucién representa la interseccion de los tres planos representados por las
ecuaciones lineales en el sistema de coordenadas (x5, xg, x3).

Para escribir la matriz A uno puede activar el escritor de matrices cuando el
cursor se encuentra en la opcién A: de la forma interactiva. La siguiente
pantalla muestra el escritor de matrices utilizado para escribir la matriz A, asi
como la forma interactiva de la solucién después de escribir la matriz A
(presiénese en el escritor de matrices para retornar a la forma interactiva):
SOLVE TYETEN A-E=

Eﬁ_i
a2
4
L]
3

Entgr CogFFaicign®ts Hatrix A
EDIT | YEC m| +{ID | HID=+| G0+ m| G04 EDIT |[CHOOE

Presiénese la tecla <3 para seleccionar la opcién B: en la forma interactiva.
El vector b puede escrlblrse como un vector file con un solo par de corchetes,

es decir, [ 13,
Después de escrlblr la matriz A y el vector b, selecciénese la opcién X:, y

presiénese la tecla para obtener una solucién para este sistema de

ecuaciones:
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FOLUE SVSTEH A-
-5.1
13 —E

H=E
[1.
]

Enter zalutions or press S0LVE
EDIT [CHOnZ

La solucién del sistema se muestra a continuacion.

FS0LUE SYSTEN A-H=E§
fL0Z.23.=3.] [1.a-
13

L .E—IS.E—E.]

Enter olutions or press SOLVE
EDIT |CHOO=

Para ver la solucién en la pantalla presione @) . La solucién es x =[1,2,-1].

Sn:-lutmn5 [1 2 1

Para comprobar que la solucién esté correcta, escriba la matriz A y multiplicar
por el vector solucién (ejemplo en modo algebraico):

Solution=:[1. 2. -1.
23 -5
1 -2 8 JANSL
2-2 4
[13. —13 —F.

Sistema sub-determinado
El sistema de ecuaciones lineares

2x7 + 3x9 =5x3 =-10,
X1 — 3x9 + 8x3 = 85,

puede ser escrito como la ecuacién matricial A-x = b, si
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A 2 3 =5 b -10
= , X=|Xx, |, =
2 y 35

Este sistema tiene mds incdgnitas que ecuaciones, por lo fanto, no se
determinan Gnicamente. Podemos visualizar el significado de esta declaracién
conociendo que cada uno de las ecuaciones lineares representa un plano en el
sistema coordinado cartesiano tridimensional (x7, x5, x3). Lla solucién al
sistema de las ecuaciones mostrado anteriormente serd la interseccién de dos
planos en el espacio. Sabemos, sin embargo, que la interseccién de dos
planos (no paralelos) es una linea recta, y no un solo punto. Por lo tanto, hay
més de un punto que satisface el sistema. En ese sentido, el sistema no se

determina Unicamente.

Utilicemos las soluciones numéricas para procurar una solucién a este sistema
de ecuaciones: (P)wmsy () ) I Escriba la matriz A y el vector b
segun lo ilustrado en el ejemplo anterior, y presione § cuando la localidad
X: se destaca:

SOLVE ZYETENW R-H=E

Enter solutions or press SOLVE
EDIT |CHOO:

Para ver los detalles del vector de la solucién, de ser necesario, presione &

Esto activard el escritor de ecuaciones. Dentro de este ambiente, utilizar las
teclas direccionales (flechas) horizontales para moverse en el vector, por
ejemplo,
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™ s,
a2
4
L]
5

1-18 15.3721343284 1-28 2. 4626B8567 16
EDIT | YEC m| +HID | HID+| G0+ m| Gog HID+| GO+ m| G4

Asi, la solucién es

I - X I-l-!

1-3: 9.62636567 164
EDIT [ VEC u] +HID [ HI0+] Go+u] Gis

x = [15.373, 2.4626, 9.6268].

Para volver al ambiente numérico de las soluciones, presionar @) .

El procedimiento que describimos siguiente se puede utilizar para copiar la
matriz A y el vector X de la solucién en la pantalla. Para comprobar que la
solucién esté correcta, intentar el siguiente:

* Presione (&) (&), para destacar A:

* Presione

* Presione

*  Presione ¥ &

Presione &

@), para copiar la matriz A a la pantalla.

para volver al ambiente de soluciones numéricas.
@&m), para copiar la solucién X a la pantalla.
para volver al ambiente numérico de las soluciones.

*  Presione para volver a la pantalla.

En modo de ALG,

la pantalla ahora lucira asi:
olution=:i[15, 37313438
2. 2. -4.

1. -3. 5.
15.3721243284 2. 46268
| AZ2 | BZ2 | AZ2 | E22
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Dejar nos almacenar el resultado ltimo en una variable X, y la matriz en la
variable A, como sigue:

Presione (5700 (et (X1 (@&0) para almacenar el vector solucién en variable X
Presione («) (@) (@) para eliminar tres niveles de la pantalla
Presione (s10)@ri) @ (@) para almacenar la matriz en la variable A

Ahora, verifique la solucién usando: @), qué resulta en:
(Presione <3 para ver los elementos del vector): [9.99999999992 85],
bastante cercano al vector original b = [-10 85].

()~ @), e,

Intento también esto,

:F|-[15 1—5? 1@]
—2@, £55.
=
2 SHUMAHSI11)
[-1@. £5.

Este resultado indica que x = [15,10/3,10] es también una solucién al
sistema, confirmando nuestra observacién que un sistema con més incégnitas
que ecuaciones no estd determinado Gnicamente (sub-determinado).

Cémo hace la calculadora para obtener la solucion x = [15.37... 2.46...
9.62...] mostrada anteriormente? Realmente, la calculadora reduce al minimo
a solucién, a cada uno de los planos

la distancia de un punto, que constituird
representados por las ecuaciones en el sistema linear. La calculadora utiliza un
método de minimos cuadrados, es decir, reduce al minimo la suma de los
cuadrados de esas distancias o errores.

Sistema sobre-determinado

El sistema de ecuaciones lineares
X1+ 3xy = 15,
2x; - 5xg = 5,

X1+ X9 = 22,
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puede ser escrito como la ecuaciéon matricial A-x = b, si

1 3 15
X

A=|2 =5, x=|""| and b=|5
X3

-1 1 22

Este sistema tiene mds ecuaciones que incognitas (un sistema sobre-
determinado). El sistema no tiene una sola solucién Gnica. Cada uno de las
ecuaciones lineares en el sistema presentado arriba representa una linea recta
en un sistema coordinado cartesiano de dos dimensiones (x7, x»).

A menos que dos de las tres ecuaciones en el sistema representen la misma

ecuacién, las tres lineas tendran mas de un punto de interseccién. Por esa
razén, la solucién no es dnica. Algunos algoritmos numéricos se pueden utilizar
para forzar una “solucién” al sistema reduciendo al minimo la distancia del
punto presunto de la solucién a cada una de las lineas en el sistema.  Tal es

el proceso seguido por las soluciones numéricas de la calculadora.

Utilicemos las soluciones numéricas para procurar una solucién a este sistema
de ecuaciones: (PHwmsy D P Escriba la matriz A y el vector b
segin como en el ejemplo anterior, y presione

cuando la localidad X: es

seleccionada:

........ SOLYME EYETEM A-H=E &

ca2.] [2.9-5.1
S, .22,

Enter zolutiens or press SOLVE
EDIT |[CHOOZ

Para ver los detalles del vector de la solucién, de ser necesario, presione
Esto activard el Escritor de matrices. Dentro de este ambiente, use las teclas
direccionales horizontales para explorar el vector, por ejemplo.,
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I -] I-IE

2. 82834724521 1-28 1.2984169529

VEC m| +HID | HID+| GO+ m VEC m| +HID | HID+| GO+m

Presione para volver al ambiente numérico de las soluciones. Para

comprobar que la solucién esté correcta, intentar el siguiente:

* Presione (&) (&, para destacar A:
* Presione

&), para copiar la matriz A a la pantalla.

* Presione para volver al ambiente de soluciones numéricas.
*  Presione & @), para copiar la solucién X a la pantalla.
Presione para volver al ambiente numérico de las soluciones.

*  Presione para volver a la pantalla.

En modo de ALG, la pantalla ahora lucira asi:

olut ions: (3. 628547345
Z. -5

-1. 1.
2. E268547 34521 199041 ¢
| & | E2Z | A22 | E23 | AZ2 |

Almacenemos el resultado ltimo en una variable X, y la matriz en la variable

A, como sigue:

Presione (s700)(ared) (X1 (@) para almacenar el vector de solucién en variable X

Presione (@) (@) (@) para eliminar tres niveles de la pantalla
Presione (5700 (et @) (@v&0) para almacenar la matriz en variable A
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Ahora, verifiquemos la solucién usando: @), qué resulta en el
vector [8.6917... -3.4109... -1.1301...], el cuél no es igual [15 5 22], el
vector original b. La "solucién" es simplemente el punto que estd més cercano
a las tres lineas representadas por las tres ecuaciones en el sistema, y no una
solucién exacta.

Solucién de minimos cuadrados (Funcién LSQ)
la funcion LSQ (inglés, Least SQuare, o minimos cuadrados) produce la

solucién de minimos cuadrados minimizando la norma de un sistema linear Ax
= b, segun los criterios siguientes:

* Si A es una matriz cuadrada y A es no singular (es decir, la matriz
inversa existe, o su determinante es diferente de cero), LSQ produce la
solucién exacta al sistema linear.

* Si A tiene menos que el rango de fila completo (sistema de ecuaciones
sub-determinado), LSQ produce la solucién con la longitud euclidiana
minima de un nomero infinito de soluciones.

* Si A tiene menos que el rango de columna completo (sistema sobre-
determinado de ecuaciones), LSQ produce la "solucién" con el valor
residual minimo e = A-x — b. El sistema de ecuaciones puede no
tener una solucién, por lo tanto, el valor producido no es una solucién
verdadera al sistema, sino una con el residuo més pequefio.

La funcién LSQ tomo como entradas el vector b y la matriz A, en ese orden. La
funcién LSQ puede ser encontrada en el catdlogo de funciones ((P)_ar ).
Después, utilizamos la funcién LSQ para repetir las soluciones encontradas
anteriores con las soluciones numéricas:

Sistema cuadrado

Considere el sistema
2X] + 3X2 —5X3 = ]3,
X1 — 3xp + 8x3 =-13,
2x1 — 2x9 + 4x3 = -6,
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con

2 3 =5 X, 13
A=|1 -3 8| x=|x,|, and b=|-13]|
2 -2 4 X5 -6
La solucién que usa LSQ se muestra aqui:
BEIT S 33
2 3 5] k013 -13 -6 o e
-2 4

12 -132 -&]

Sistema sub-determinado

Considere el sistema
2x7 + 3x9 =5x3 =-10,
X1 — 3x9 + 8x3 = 85,

2 3 =5 -10
A= , X=|x,|, and b= .
1 -3 8 85

con

[1-2 51 =

=[2 =] —5] [2 =] —5]
1-2 8 1-2 8
[2 2 -3 :[-18 2851

1-2 8 [-1& 25]

[-18 23] :LSRAMSLANSIZ
[-16 35 15.373212343284 2. 45263k
[SHIF+ HIEL | DEL+|DEL L] [SRIF+ HIEL | DEL+|DEL L] INn: ul

Sistema sobre-determinado

Considere el sistema
X1 + 3X2 = ]5,
2X'| - 5X2 = 5,
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X1+ X9 = 22,

con
1 3 15]
Xy
A=|2 =5| x= , and b=|5
X,
1 1 22_
La soluciéon usando LSQ se muestra a continuacion:
o= P} & r
4 1] 2 5
13 -11
2 -5 i[15 5 221
-11 5221
[15 5 221 : LSEANSH LANSIEN

[15 35 22] 6854?94521 1. EE'EHHF

Comparar estas tres soluciones con las que esta’ calculadas con las soluciones
numéricas.

Solucién utilizando la matriz inversa
La solucién del sistema A-x = b, en el cual A es una matriz cuadrada, se

obtiene utilizando x = A!- b. Esto resulta de multiplicar la primera ecuacién
por A, es decir, AT.A-x = A-b. Por definicion, AT-A = 1, asi escribimos I-x

=Alb. Asi mismo, I X = X, asi, tenemos, X = Al b.

Por el ejemplo usado anterior, a saber,
2X] + 3X2 —5X3 = ]3,
- 3X2 + 8X3 = -]3,
2x7 — 2x9 + 4x3 = -6,

podemos encontrar la solucién en la calculadora como sigue:

=l2 3 -El Tzz3] °
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el cudl es el mismo resultado encontrado anteriormente.

Solucién a través de “divisién” de matrices
Si bien la operacién de divisién de matrices no estd definida, es posible utilizar

la tecla (=) de la calculadora para “dividir” el vector b por la matriz A con el
propésito de determinar x en la ecuacion matricial A-x = b. . Esta es una
extensién arbitraria de la operacién algebraica de la divisién a las matrices, es
decir, a partir de A-x = b, nos atrevemos a escribir x = b/A (Los matematicos
se desmayarian si ven esto!) Esto, por supuesto, se interpreta como (1/A)b =

A'b, cudl esta igual que usar la matriz A como en la seccién anterior. El
procedimiento para la “divisién” de b sobre A se ilustra a continuacién para el
caso

2x7 + 3xp —5x3 =13,
X1 — 3xp + 8x3 =-13,
2X] - 2X2 + 4X3 = -6,

El procedimiento se demuestra en las siguientes pantallas:

=1 - 0 &= &= L -

IE -2 4 2-2 4
28 -5 i[12 -12 -&]
1-2 8 [13-13 -&]
-2 4 , AHS(1)

i[12-13 -&] AHSI2)

La misma solucién segun lo encontrado arriba con la matriz inversa.
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Maltiples sistemas con la misma matriz de coeficientes
Suponer que usted desea solucionar los tres sistemas siguientes de ecuaciones:

X +2Y+3Z = 14, 2X +4Y+6Z = G, 2X +4Y+67Z = 2,

3X 2Y+ Z= 2, 3X 2Y+ Z=-5, 3X 2Y+ Z= 2,

AX+2Y Z= 5,4X+2Y Z=19, 4X+2Y Z=12.
Podemos escribir los tres sistemas de ecuaciones como sola ecuacién de la
matrizz A-X =B, en la cual

1 2 3 Xy Xo X
A=13 -2 1} X=1Y, Y, Y|
4 2 -1 Zy Za Zgs
14 9 =2
B=|2 -5 2

5 19 12

Los subindices en los nombres de las variables X, Y, y Z, determinar a qué
sistema de la ecuacién se refieren. Para solucionar este sistema ampliado
utilizamos el procedimiento siguiente, en modo de RPN,

ENTER

| @)

El resultado de esta operacién es:
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Eliminacién gaussiana y de Gauss-Jordan
La eliminacién gaussian es un procedimiento por el cual la matriz cuadrada de

los coeficientes que pertenecen a un sistema de n ecuaciones lineares de n
incégnitas se reduce a una matriz triangular superior (inglés, echelon form) con
una serie de operaciones de filas. Este procedimiento se conoce como
eliminacién hacia adelante. la reduccién de la matriz del coeficiente a una
forma superiortriangular permite la solucién de las n incégnitas, utilizando
solamente una ecuacién a la vez, en un procedimiento conocido como al
substitucién hacia atrds.

Ejemplo de la eliminacién gaussiana usando ecuaciones
Para ilustrar el procedimiento de la eliminacién gaussiana utilizaremos el
sistema siguiente de 3 ecuaciones en 3 incognitas:

2X +4Y+6Z = 14,

3X 2Y+ Z=-3,

4X +2Y L =-4.
Podemos almacenar estas ecuaciones en la calculadora en las variables E1,
E2, y E3, respectivamente, segin lo demostrado abajo. Para los propésitos de
reserva, una lista que contiene las tres ecuaciones también fue creada y
almacenada en la variable EQS. De esta manera, si se incurre en una
equivocacion, las ecuaciones todavia estard disponible para el usuario.

PRt e Z=140E] tEl
2t e Z=1 2tdi e Z=14

Poe-2NHI=—2BREZ tE2
D=2 =T1=— Sm—(2N-21=-2

2t -I=—dBkEZD tEZ
ity =S =— ity —Z=—4

Para comenzar el proceso de la eliminacién hacia adelante, dividimos la
primera ecuacién (E1) por 2, y la almacenamos en E1, y mostramos las tres
ecuaciones otra vez:

: %rm
RARY DT -
1E2
S22 )=
1ES
G2 —F =
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Después, substituimos la segunda ecuacién E2 con (ecuacién 2 — 3xecuacién
1, i.e., E1-3xE2), y la tercera por (ecuacién 3 — 4xecuacién 1), para obtener

tEl
R o=l i pe Ty

TEZ-ZEI1BEZ EZ
=[N +EE-24 =23+ —24)

tE3-4E1BEZ *EZ

=[5 +1 37 -32 =[5+ 15 F—22]
| Ees | E2 | E3 | E1i | [ |

Después, dividir la segunda ecuacién por -8, para obtener

:E :E

EEREZ EEBEZ
Y+Z-3 Y+Z2-3
CFes 1 ez [ ea [ e1 [ | NN ecs [ ez [e2 [E1 | | |

Después, sustituir la tercera ecuacién, E3, con (ecuaciéon 3 + édxecuacion 2,
i.e., E2+6xE3), para obtener

tEl
R o=l i pe Ty

tEZ
Y+Z-3

tE3+EZBES *EZ

Note que cuando realizamos una combinacién linear de ecuaciones la
calculadora modifica el resultado a una expresion en el lado izquierdo del
igual, es decir, una expresion = 0. Asi, el sistema pasado de ecuaciones se
interpreta como equivalente al siguiente conjunto de ecuaciones:
X+2Y+3Z =7,

Y+ Z=3,

77 =-14,
El proceso de la substitucion hacia atrds en la eliminacién gaussian consiste en
encontrar los valores de las incégnitas, partiendo de la dltima ecuacién y
continuando con la solucién hacia arriba. Asi, calculamos Z primero

Pégina 11-34



ArE - T+I-32

tE2 tEZ
T+E- ="Z-14]
tEZ :SOLVEIER,'ZEN
-@Z-14 =2
:SOLVEER'ZN - : SUEST[EE,HHSH]]IEEIT'_'_

Después, substituimos Z=2 en la ecuacién 2 (E2), y, a partir de E2, calculamos
Y:

-"Z-14
:SOLVEER'ZN _
: SLIEFST[EE,HHSH]]IEE?_F
:SOLVEEZ""M

Después, substituimos Z=2y Y = 1 en E1, y, a partir de E1, calculamos X:

T=1 Ao 143

:SUBSTIELY=1] SUBSTIAMSI11,2=2]

Al 4+E- ArDl4+32-
:SUBSTIAMSI11,2=2] AMS1IREL

ArDl4+32- ArDl+32-
AMS1IREL :SOLVEIRMS1D, AN

At +32-

[ E2 | E2 | E1 [CA:DI] [ E2 | E2 | E1 [CA:DI]

La solucién es, por lo tanto, X=-1,Y=1,Z=2.

Ejemplo de eliminacién gaussiana utilizando matrices
El sistema de ecuaciones usadas en el ejemplo anterior se puede escribir como
la ecuacion matricial A-x = b, si utilizamos:

2 4 6 X 14
A=|3 -2 1] x=|Y| b=|-3]|
4 2 -1 VA —4

Para obtener una solucién a la ecuaciéon matricial usando la eliminacion
gaussiana, primero creamos lo qué se conoce como la matriz aumentada que
corresponde a A, i.e.,
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2 4 6|14
Ap, =3 -2 1|-3
4 2 -1-4

la matriz Agyg estd igual que la matriz original A con una nueva columna,

correspondiendo a los elementos del vector b, adicionado (i.e., aumentado) a
la derecha de la dltima columna de A.

Una vez que se produzca la matriz aumentada, podemos proceder a realizar
operaciones de filas en ella que reduzca la matriz original A a una matriz
superior-triangular. Para este ejercicio, utilizaremos el modo RPN ((#oo)
, con la bandera del sistema 117 fija a SOFT menu. En su calculadorq,
utilice las teclas siguientes. Primero, escriba la matriz aumentada, y haga una

copia adicional en la pantfalla (este paso no es necesario, excepto como
garantia de que usted tiene una copia adicional de la matriz aumentada en
caso de que usted incurra en una equivocacién en el procedimiento que
estamos a punto de emprender.):

Almacene la matriz aumentada en AAUG: () (wrHa) (aema) (8 (B (@) (€] (aera)

Con una copia de la matriz aumentada en la pantalla, presione (MM _

para activar el ment de operaciones de fila (ROW). Después,
realizar las operaciones siguientes de la fila en su matriz aumentada.

Multiplicar la fila 1 por Y2: i

Multiplicar la fila 1 por -3 y agregar resultado a la fila 2, substituyéndola:

Multiplicar la fila 1 por -4, agregar resultado a la fila 3, substituyéndola:
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Multiplicar la fila 2 por -1/8:

Multiplicar la fila 2 por 6, agregando resultado a la fila 3, substituyéndola:

(23D

Si usted realizara estas operaciones a mano, usted escribiria lo siguiente:

>
|
|
[\
[a—
|
(98]
n

3 -2 1|-3
2 —1/-4] |4 2 -1/-4

12 3|7 12 3] 7
A, =0 -8 —8/-24(=[0 1 1] 3
0 -6 —13|-32) (0 -6 —13]-32

N

1 2 31 7
g = 0 1 1 3
0 0 -7/-14

El simbolo = (“es equivalente a”) indica que lo qué sigue es equivalente a la
matriz anterior con algunas operaciones de la fila (o columna) implicadas.

la matriz que resulta es superiortriangular, y equivalente al sistema de
ecuaciones
X+2Y+3Z =7,
Y+ Z=3,
/7 =-14,
cudl puede ahora ser solucionado, una ecuacién a la vez, por la substitucién
posterior, como en el ejemplo anterior.
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Eliminacién de Gauss-Jordan usando matrices
La eliminacién de Gauss-Jordan consiste en la continuacién de las operaciones
de fila en la matriz superiortriangular que resulta del proceso de eliminacién
hacia adelante que una matriz identidad ocupa el lugar de la matriz original
A. Por ejemplo, para el caso que acabamos de presentar, nosotros podemos
continuar las operaciones de filas como sigue:

Multiplicar la fila 3 por -1/7: |
Multiplicar la fila 3 por -1, agregarla a la fila 2, substituyéndola:

Multiplicar la fila 3 por -3, agregarla a la fila 1, substituyéndola:

Multiplicar la fila 2 por -2, agregarla a la fila 1, substituyéndola:

Escribir este proceso a mano daré lugar a los pasos siguientes:

12 3] 7 12 317) (1 2 3|7
A, =0 1 1|3 |=]0o 1 1/3|=lo 1 0|1
00 -7-14) {0 0 1/2) (0 0 1|2

Pivotes

Si usted mira cuidadosamente las operaciones de fila en los ejemplos
demostrados anteriormente, usted notar4 que muchas de esas operaciones
dividen una fila por su elemento correspondiente en la diagonal principal. Este
elemento se llama un elemento de pivote, o simplemente, un pivote. En muchas
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situaciones es posible que el elemento del pivote se convierte en cero, en cuyo
caso no podemos dividir la fila por su pivote. También, para mejorar la
solucién numérica de un sistema de ecuaciones usando eliminacién gaussian o
de Gauss-Jordan, se recomienda que el pivote sea el elemento con el valor
absoluto més grande de una columna dada. En tales casos, intercambiamos
filas antes de realizar operaciones de la fila. Este intercambio de filas se llama
pivoteo parcial.  Para seguir esta recomendacién es a menudo necesario
intercambiar filas en la matriz aumentada mientras se realiza una eliminacién
gaussian o de Gauss-Jordan.

Mientras que se efectta el pivoteo en un procedimiento de eliminacién
matricial, usted puede mejorar la solucién numérica ain mas seleccionando
como el pivote el elemento con el valor absoluto més grande de la columna y
de la fila de interés. Esta operacién puede requerir el cambio no solamente de
filas, pero también columnas, en algunas operaciones de pivotes. Cuando se
permiten los intercambios de filas y de columnas en el pivoteo, el
procedimiento se conoce como por pivoteo completo.

Al intercambiar filas y columnas en pivoteo parcial o completo, es necesario no
perder de vista esos intercambios porque la orden de las incégnitas en la
solucién es alterada por esos intercambios. Una forma de no perder de vista
intercambios de columna en modo de pivoteo parcial o completo, es crear una
matriz de permutacién P = |, al principio del procedimiento.  Cualquier
intercambio de filas o columnas requerido en la matriz aumentada Agq

también se registra como un infercambio de fila o columna, respectivamente,
en la matriz de permutacién.  Cuando se obtiene la solucién, entonces,
multiplicamos la matriz de permutacién por el vector incégnita x para obtener
el orden apropiado de las incégnitas en la solucién. Es decir la solucién final
se da por P-x = b/, en la cual b’ es la tltima columna de la matriz aumentada
después de que se haya encontrado la solucién.

Ejemplo de la eliminacién de Gauss-Jordan con pivoteo completo

Ilustremos el pivoteo completo con un ejemplo. Solucione el sistema siguiente
de ecuaciones usando pivoteo completo y el procedimiento de la eliminacién
de Gauss-Jordania:
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X+2Y+3Z=2,
2X + 3Z =-1,

8X +16Y-Z = 41.
La matriz aumentada y la matriz de permutacién son las siguientes:
1 2 3 2 1 00
A.,.=12 0 3 -1, P=|0 1 0}
8 16 -1 41 0 0 1

Almacene la matriz aumentada en la variable AAUG, entonces presione

para conseguir una copia en la pantalla. Deseamos mantener la funcién
CSWP (inglés, Column Swap, o intercombio de columnas) facilmente
dlsponlble para lo cual utilizamos: (P)_car (armd) () @ 31 () (encontrar
| Usted recibira un mensaje de error, presione (ov), e ignore el

mensaje. Después, hacer el mend ROW (inglés, fila) disponible presionando:

MATRICES

Estamos listos ahora a comenzar la eliminacién de Gauss-Jordan con pivoteo
completo. Necesitaremos no perder de vista la matriz de la permutacién, asi
que anote la matriz P en papel.

Primero, comprobamos el pivote a;;. Notamos que el elemento con el valor
absoluto mas grande de la primera fila y de la primera columna es el valor a3,

= 8. Puesto que quisiéramos que este nimero fuera el pivote, entonces

intercambiamos las filas 1 y 3, usando:

aumentada y la matriz de permutacién son ahora:

La matriz

N

o

w
— O O
o — O
o o -

Comprobando el pivote en la posicién (1,1) ahora encontramos que 16 es un
pivote mejor que 8, asi, realizamos un intercambio de columnas como sigue:
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OG22 ar

permutacién son ahora:

lo matriz aumentada y la matriz de

16 8 1 41 0 0 1
0 2 3 1 100
2 1 3 2 010

Ahora tenemos el valor posible mas grande en la posicion (1,1), es decir,
realizamos un pivoteo completo en (1,1). Después, procedemos a dividir por el
pivote:

G )]

matriz aumentada ahora es:

la matriz de permutacién no cambia, pero la

1 1/2 -1/16 41/16
0 2 3 -1
2 1 3 2

o — O
— O O
o O -

El paso siguiente es eliminar el 2 de la posicién (3,2) usando:

1 1/2 -1/16 41/16 0 0 1
0 2 3 -1 1 0 O
0 0 25/8 -25/8 0 1 0

Habiendo llenado de ceros los elementos de la columna 1 debajo del pivote,
ahora procedemos a comprobar el pivote en la posicién (2,2). Encontramos
que el nomero 3 en la posicién (2,3) serd un pivote mejor, asi, nosotros

infercambiamos las columnas 2 y 3 usando: ) _ar

1 -1/16  1/2 41716
0 3 2 -1
0 25/8 0 25/8

o — O
o O —
— O O
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Comprobando el pivote en la posicién (2,2), ahora encontramos que el valor
de 25/8, en la posicién (3,2), es mas grande de 3. Asi, infercambiamos las

filas 2 y 3 usando:

1T -1/16 1/2 41/16 0O 1 0
0O 25/8 0 25/8 0 0 1
0 3 2 -1 1 0 O

Ahora, estamos listos a dividir la fila 2 por el pivote 25/8, usando:

D 2 EI2)

121 -1/16 1/2 41/16 010
0 1 0 -1 0 01
0 3 2 -1 100

Después, eliminamos el 3 de la posicién (3,2) usando:

1 -1/16 1/2 41/16 01
0 1 0 -1 00 1
0 0 2 2 10

Llenando de ceros la posicién debajo del pivote, procedemos a comprobar el
pivote en la posicién (3,3). El valor actual 2 es mas grande que el 2 0 O, asi
que no hacemos ningin intercambio. Dividimos, sin embargo, la tercera fila

entera por 2 para convertir el pivote a 1, usando:

1 -1/16 1/2 41/16 010
0 1 0 -1 0 01
0 0 1 1 100
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Después, procedemos a eliminar el 2 en la posicién (1,3) usando:

1 -1/16 0 33/16 0 1 0
0 1 0 -1 0O 0 1
0 0 1 1 1 0 O

Finalmente, eliminamos el -1/16 de la posicién (1,2) usando:

Lte) ) (v (2

1 0 0 2 0
0 1 0 -1 0
0 0 1 1 1

o O -

0
1
0

Ahora tenemos una matriz identidad en la porcién de la matriz aumentada que
corresponde a la matriz original de coeficientes A, asi podemos proceder a
obtener la solucién mientras llevando cuenta de los intercambios de filas y
columnas cifrados en la matriz de permutacién P. Identificamos el vector
incégnita X, el vector independiente modificado b’ y la matriz de permutacién

P como:
X 2 01 0
x=|Y| b'=|-1, P=|0 0 1]
VA 1 1 00

Que resulta en:
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Y
Z |=|-1|
X

Procedimiento paso a paso de la calculadora para solucionar

sistemas lineares
El ejemplo que acabamos de trabajar es, por supuesto, el procedimiento paso

a paso, dirigido por el usuario, para utilizar pivoteo completo para la solucién
de la eliminacién de Gauss-Jordan de los sistemas de ecuaciones lineares.
Usted puede ver el procedimiento paso a paso usado por la calculadora para
solucionar un sistema de ecuaciones, sin la infervencién del usuario, fijando la
opcién Step/Step en el CAS de la calculadora, como sigues:

Hodu Lo 1z
_NuH2ric _Apprax _ CoHp Lax
_WYerbose ¢ itepritep _Ince Fou
W Bigoraus ¢ ZiHp Non-REational

Enter independent wariable naHe

Entonces, para

ED

La calculadora demuestra una matriz aumentada que consiste en la matriz de
los coeficientes A y la matriz identidad 1, mientras que, en el mismo tiempo,
demostrando el procedimiento siguiente para calcular:

L2 = L22:L1 significa “sustituir la fila 2 (L2) con la operacién L2 - 2:L1. Si
hubiéramos hecho esta operacién a mano, habria correspondido a:
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Presione

, y siga las operaciones en la

pantalla de su calculadora. Usted veré las operaciones siguientes realizadas:
L3=L3-8.L1, L1 = 2:.L1-1-12, L1=25-11-3:L3, L2 = 25.12-3.L3,

y finalmente un mensaje indicando “Reduction result” (resultado de la

reduccién) mostrando:

eduction result

S8 @ B -24 25 2
B -1 B -26 235 -2
B B8 -25 -2 8 1

Cuando Ud. presione la calculadora produce el resultado final [1 2 -1].

Calculando la matriz inversa paso a paso

El célculo de una matriz inversa se puede considerar como el calcular la
solucién al sistema aumentado [A | I]. Por ejemplo, para la matriz A utilizado
en el ejemplo anterior, escribiriamos esta matriz aumentada como:

1 2 3{1 0 0
A.n=I3 -2 1|0 1 0}
4 2 -1/0 0 1
Para ver los pasos intermedios en el calculo de la inversa, escriba la matriz A

anterior, y presione (x), mientras que se mantiene activa la opcién paso a
paso (Step/S

Utilice lo siguiente:

7

Pégina 11-45



Lo qué la calculadora demostré no es exactamente una eliminacién de Gauss-
Jordan con pivoteo completo, sino una manera de calcular la inversa de una
matriz realizando una eliminacién de GaussJordan, sin pivoteo. Este
procedimiento para calcular la inversa se basa en la matriz aumentada

(Aaug)nxn = [A nxn [ Tnxnl-

La calculadora le mostréd que los pasos de la solucién hasta el punto en el cual
la mitad izquierda de la matriz aumentada se ha convertido en una matriz
diagonal. De alli, el paso final es dividir cada fila por el pivote correspondiente
de la diagonal principal. Es decir la calculadora ha transformado (Aqyg)nxn =

[A i [Tond, en [1 AT,

Matrices inversas y determinantes

Notar que todos los elementos en la matriz inversa calculada arriba son
divididos por el valor 56 o uno de sus factores (28, 7, 8, 4 o 1). Si usted
calcula el determinante de la matriz A, usted consigue def(A) = 56.

Podriamos escribir, A”' = €/def(A), en la cual € es la matriz

0 8 8
C=7 -13 8
14 6 -8

El resultado (A1), = € nxn /deflA ), €s un resultado general que se aplica
a cualquier matriz no singular A. Una forma general para los elementos de €
puede ser escrita basado en el algoritmo de Gauss-Jordan.

De acuerdo con la ecuacién A1 = €/def(A), bosquejado arriba, la matriz
inversa, A1, no esta definida si def{A) = 0. Asi, la condicién def{\) = O define

también una matriz singular.

Solucién a los sistemas lineales usando funciones de la

calculadora
La manera més simple de solucionar un sistema de ecuaciones lineares, A-x =

b, en la calculadora consiste en escribir b, escribir A, y entonces utilizar la
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funcion de la division /. Si el sistema de ecuaciones lineares es sobre-
determinado o sub-determinado, una "solucién" puede ser producida usando
la funcién LSQ (Least-SQuares), segin lo demostrado anteriormente. La
calculadora, sin embargo, ofrece otras posibilidades de solucionar sistemas
lineares de ecuaciones usando las funciones incluidas en el sub-menG LINEAR
SYSTEMS.. del ment MATRICES accesible a través de (o) mames (Fijar la
bandera 117 del sistema a CHOOSE boxes):

rHTHIEEE HENU T ﬁD W2 HEW E= 'H' AL
i 1. CREATE. HATRIZ LINERE 27%. REND|—

2. 0PERATIONE.. 1. LINZOLYE

2 FRCTORIZATIAN.. 3. KEF

4_GURDRATIC FORH. Torref

5. LINEAR SVZTEME. Y. RREF

&.LINEAR AFFL.. & . IVETAHAT

7 .EIGEMYECTORE.. & . HATRICES..

2. VECTAF..

Las funciones incluidas son LINSOLVE, REF, rref, RREF, y SYST2MAT.

Funcién LINSOLVE

La funcién LINSOLVE toma como argumentos un arreglo de ecuaciones y un
vector que contiene los nombres de las incégnitas, y produce la solucién al
sislema linear.  las pantallas siguientes muestran informacién y ejemplo
tomada de la funcién informativa del CAS. La pantalla lateral derecha
demuestra el resultado usando el editor de linea (presione <&V para activarlo):

THSOLYE:

ualues a 595tem of
limear eguati

IHSDL?E EH+T 3 H-4=11]

para producir la solucién: [ ==
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La funcién LINSOLVE trabajos con expresiones simbélicas. Las funciones REF,
rref, y RREF, trabajan con la matriz aumentada en un procedimiento de
eliminacién gaussiana.

Las funciones REF, rref, RREF

La forma triangular superior a la cual la matriz aumentada se reduce durante la
parte de eliminacién de un procedimiento de eliminacién gaussiana se conoce
como una forma de “escalera.” La funcién REF (Reduce to Echelon Form, o
reducir a forma de escalera) produce tal matriz dada la matriz aumentada en
el nivel 1 de la pantalla.

Considere la matriz aumentada,

1 =2 1]0
A =2 1 -2|-3|
5 -2 1|12

Representacién de un sistema linear de ecuaciones, A-x = b, donde

A=l

El resultado es la matriz triangular superior (forma de escalera) de coeficientes

resultando de la eliminacién en un procedimiento de eliminacién gaussiana.
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La matriz diagonal que resulta de una eliminacién de Gauss-Jordan se llama
una forma de escalera reducida por filas. La funcién RREF (Row-Reduced
Echelon Form) produce la forma de escalera reducida por filas para reducir la
matriz de coeficientes a una matriz identidad. la columna adicional en la
matriz aumentada contendrd la solucién al sistema de ecuaciones.

Como ejemplo, demostramos el resultado de aplicar la funcién RREF a la matriz
AAUG en modo ALG:

El resultado es la matriz aumentada final resultando de una eliminacién de
Gauss-Jordan sin pivoteo.

Una forma de escalera reducida por filas para una matriz aumentada puede
ser obtenido usando la funcién rref. Esta funcién produce una lista de los
pivotes y una matriz equivalente en forma de escalera reducida por filas para
reducir la matriz de coeficientes a una matriz diagonal.

Por ejemplo, para la matriz AAUG, la funcién rref produce:

Fiuot=iiZ A 4 1. 2 2.F A
Pivaots: {351-5451-5

et [AALG) E .
Fivot=s:i43 1.4 1. 52.%F E .
K

La segunda pantalla arriba se obtiene activando el editor de linea (presione
&). El resultado demuestra pivotes de 3, 1, 4, 1, 5, y 2, y una matriz
diagonal reducida.
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Funcién SYST2MAT

Esta funcién convierte un sistema de ecuaciones lineares en su matriz
aumentada equivalente. El ejemplo siguiente estd disponible en la funcién
informativa de la calculadora:

Fi
SMATICH+Y H =27,k TEMATICE+Y H—=21,0x
r;1F|T-:[><+? 21 1 1i7®

LF
ST
T2
'] 1-1-2

[SRIFH +DEL | DEL+DEL L [SRIFH +DEL [ DEL+DEL L

El resultado es la matriz aumentada que corresponde al sistema de ecuaciones:

X+Y=0
XY =2

Errores residuales en soluciones de sistemas lineales (Funcién
RSD)

La funcién RSD calcula los ReSiDuos o errores en la solucién de la ecuacién
matricial A-x=b, representando un sistema de n ecuaciones lineares con n
incoégnitas.  Podemos pensar en solucionar este sistema como solucionar la
ecuacién matricial: f(x) = b -Ax = 0. Suponga que, con un método
numérico, producimos como primera aproximacién la solucion  x(0).
Evaluando f(x(0)) = b - A-x(0) = e # 0. Asi que, e es un vector de residuos de
la funcién para el vector x = x (0).

Para utilizar la funcién RSD usted necesita los términos b, A, y x(0), como
crgumentos El vector calculado es e = b - A-x(0). Por e|emp|o usando A =
(L2 1, x(0) = -

1, podemos

. 2 -1
RSDCL, 615002, -1108, :replct e1fg Z e 2.7
211,015, 5. 7154

[.1.6]

Pégina 11-50



El resultadoese = b - A-x(0) =L &

Nota: Si el vector Ax = x - x (0), representa la correccién en los valores
de x (0), podemos escribir una nueva ecuacién matricial para Ax, a saber,
A-Ax = e. Calculando Ax podemos encontrar la solucién real del sistema
original como x = x(0) + Ax.

Valores propios y vectores propios
Dada una matriz cuadrada A, podemos escribir la ecuacién del valor propio

A x = )-x, donde los valores A que satisfacen la ecuacién se conocen como
los valores propios de la matriz A. Para cada valor de A, podemos encontrar,
de la misma ecuacién, valores de x eso satisface la ecuacién del valor propio.
Estos valores de x se conocen como los vectores propios de la matriz A.  La
ecuacién de los valores propios se puede escribir también como (A — A-1)x = 0.

Esta ecuacién tendrd una solucién no trivial solamente si la matriz (A — A-l) es
singular, es decir, si det(A - A1) = 0.

la ecuacién anterior genera una ecuacién algebraica que implica un
polinomio de orden n para una matriz cuadrada A,,,. La ecuacién que resulta

se conoce como el polinomio caracteristico de la matriz A. La solucién del
polinomio caracteristico produce los valores propios de la matriz.

La calculadora proporciona un nimero de funciones que proveen informacién
con respecto a los valores propios y a los vectores propios de una matriz
cuadrada. Algunas de estas funciones estan situadas bajo el mend MATRICES/
EIGEN activado con () mamices
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AL [HATRICE: HENU Ii

HoA .CRERTE..
LOFERATIONE..
LFACTORIZATION..
.RUADRATIC FORH..
.LINEAR =YETENWZ..
.LINEAFR AFFL..
LEIGENYECTORS.. i

“WECTUR. .HATRICEZ..

Capllcn U1 C W Rl

Funcién PCAR

La funcién PCAR genera el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada
usando el contenido de la variable VX (una variable CAS reservada,
tipicamente igual a ‘X’) como la incégnita en el polinomio. Por ejemplo,
olinomio

incorpore la matriz siguiente en modo ALG Y encuenfre el

caracteristico usando PCAR:

== =21 =
15 -3
Z2-114
23 2
: F‘CHR[HHSIISZI] 5
ho—2e -2+l

[SRIF+ HIEL | DEL+DEL L

Usando la variable A representar valores propios, este polinomio caracteristico
es interpretado como A 324 2220 +21=0.

Funcién EGVL

Lla funcién EGVL (EiGenValues) produce los valores propios de una matriz
cuadrada. Por ejemplo, los valores propios de la matriz demostrada abajo se
calculan en modo de ALG usando la funcién EGVL:

B3
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Los valores propios son A = [ V10, V10 ].

Nota: En algunos casos, usted no puede poder encontrar una solucién
‘exacta’ al polinomio caracteristico, y la funcién EGVL produce, como
resultado, una lista vacia. Si sucede esto, cambie el modo de la calculadora
a Approx en el CAS, vy repita el célculo.

Por ejemplo, en modo exacto, el ejercicio siguiente produce una lista vacia
como la solucién:

1 ﬂ =
IS 21
1-21
2-12
a-21
*EGYLIAMSI1

[SRIF+ HIEL | DEL+DEL L

Cambie el modo a Approx y replto e| ejercicio, pcra consegmr los volores
proplos S|gmentes = ! f L

Funcién EGV

La funcién EGV (inglés, EiGenValues and eigenvectors) produce los valores
propios y los vectores propios de una matriz cuadrada. Los vectores propios se
muestran como las columnas de una matriz, mientras que los valores propios
correspondientes son los componentes de un vector.

Por ejemplo, en modo ALG, los vectores propios y los valores propios de la
matriz enumerada abajo son encontrados aplicando la funcién EGV:

e I & Lo [T I e Lm0y

llElElSEIEISEIEI —llElElSEIEIBEIEI
1.88 =2.068 4. 2.88 4,08
2.88 -1. EIEII 5]E| EG'-.-'[FIHS[l EIIEl]]

-1.688 5.88 3.88 1.66 1.88 -@,63
1.86 2.6868 4,08 .73 EISIIEIEI [E. K
EG'-.-'[HHS[l i1 -d3.91 B.63 H.34

[SRIF+ HIEL | DEL+DEL L [SRIF+ HIEL | DEL+DEL L
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El resultado demuestra los valores propios como columnas de la matriz en el
resultado. Para ver los valores propios podemos utilizar: GET(ANS(1),2), i.e.,
conseguir el segundo elemento en la lista en el resultado anterior. Los valores
propios son:

e,

[ 1.0 =,
s EGYIAMSI1 . B0
1.86 1.08 -@.83
B.73 -a.51 1.806 |[O.
—H.%1 B.65 @.84
:GETIAMSIL . 86,2 . BE]
[B.292.16 7.54
[SRIF+ HIEL | DEL+DEL L]

En resumen,
A = 0.29, x; = [ 1.00,0.79,-0.91],
Ay =3.16, x5 = [1.00,-0.51, 0.65] T,
A3 = 7.54, xq = [0.03, 1.00, 0.84] ".

Nota: Una matriz simétrica tiene valores propios reales solamente, y sus
vectores propios son mutuamente perpendiculares. Para comprobar esto en

el ejemplo apenas resuelto, calcule x7 x5 =0, X7 ex3 =0, y X5 ex3 = 0.

Funcién JORDAN

La funcién JORDAN se usa para producir la diagonalizacién o descomposicién
de ciclo de Jordan de una matriz. En modo RPN, dada una matriz cuadrada
A, la funcién JORDAN produce cuatro salidas, a saber:

* El polinomio del minimo de la matriz A (nivel 4)

* El polinomio caracteristico de la matriz A (nivel 3)

* Una lista con los vectores propios que corresponden a cada valor
propio de la matriz A (nivel 2)

*  Un vector con los vectores propios de la matriz A (nivel 1)

Pégina 11-54



Por e|emp|o mtente este e|erC|C|o en moclo RPN

La salida es la siguiente:

4: XN 3+-6*x"2+2*X+8’
31 XA3+-6*x"2+2*X+8’
2: {}
1: {}
El mismo ejercicio, en modo ALG, se muestra en la siguientes pantallas:
== =1 &1 =11 € -1
4 1 -z =578
1 2 -1 JDEDHH[HHS[H]
-2-1 8@ —5*H“2+2*H+8 whE-g
: JDEDFIH[FIHS[U] H""‘2+2*H+E
S-pERtE 2R, B E- wg= 5*H“2+2*§i+8 aa-
(i EiBaliag, T2, i3} GEANZHRHNTE, {3y L3

Funcién MAD

Esta funcién, aunque no estd disponible en el ment EIGEN, también
proporciona la informacién relacionada con los valores propios de una matriz.
La funcién MAD esta disponible con el sub-mend MATRICES OPERATIONS
() mamees ) y se piensa producir la matriz adjunta de una matriz. En modo
RPN, la funcién MAD generar un nimero de caracteristicas de una matriz
cuadrada, a saber:

* el determinante (nivel 4)

* lainversa formal (nivel 3),

* en nivel 2, los coeficientes del polinomio de la matriz (x) definido por
(x-HA) -p(x)=m{x)1,

* el polinomio caracteristico de la matriz (nivel 1)

Note que la ecuacién (x:-I-A)-p(x)=m(x)-1 es similar, en forma, a la ecuacién
del valor propio A-x = A-x.

Como ejemplo, en modo RPN, intente:
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El resultado es:

4. -8.

3: [[0.13 -0.25 —0.38][-0.25 0.50 —0.25][-0.38 -0.25 -0.88]]
2:{[[100][010][00 1] [2 1 =2][1 -4 ~1][2 =1 =6] [[-1 2 3][2 -4 2][3 2

/11
10 XA3+-6*x"242*X+8'

El mismo ejercicio, en modo ALG, se muestra a continuacién:

e T AL e T —a T —8-
1.68 2.9 —1.90 o
 MADANG L e e [E‘lggé 55215557
.13 -8.25 -6, 3 [-. 575,25, -, 587511,

-g.0@ |-8.25 8.58 -8.2  [[1,8,8]
—8,35 -8, 25 -8.8 | [8,1,8]

Factorizacién de matrices

Lla factorizacién o descomposicién de matrices consiste en obtener ciertas
matrices que cuando se multiplican entre ellas resulta en una matriz dada.
Presentamos la descomposiciéon de matrices con el uso de las funciones
contenidas en el ment de matrices FACT.  Este ment se obtiene a través

de() marrices

Al i
HiH HATRICE: HENU !

Al i
HiH HHTRIH FRACTOR. HENU !

- CREATE.. —
OFERATIONE.. LU

2. FACTORIZATION..
LRUADRATIC FORM..
.LINEAR =YETENWZ..
.LINEAFR AFFL..
.EIGEMYECTORE..
.MECTOF..

-MATRICES..

I [HATRIZ FACTOR. HENU Ii

2. HATRICES..

Péagina 11-56



Las funciones contenidas en este ment son: LQ, LU, QR, SCHUR, SVD, SVL.

Funcién LU
La funcién LU tomas como entrada una matriz cuadrada A, y produce una

matriz triangular inferior L, una matriz triangular superior U, y una matriz de la
permutacién P, en los niveles 3, 2, y 1 de la pantalla, respectivamente. Los
resultados L, U, y P, satisfacen la ecuacién P-A = LU.  Cuando usted activa
la funcién LU, la calculadora realiza una descomposicién LU de Crout de la
matriz A usando pivoteo parcial.

Por ejemplo, en modo RPN: £{—14&
produce:

3:[7 0 O][-1 2.86 0][3 -1.57 ~1]
2:[[10.860.71][0 1 2][0 0 1]]
1:[[00 1][1 0 0][0 1 0J]

En modo de ALG, el mismo ejercicio serd demostrado como sigue:

LI Ok S O Oy Y

2.00 1.08-2.08) (17 ,0,,0,]

7080 .08 5,00 [-1l,2185714285714,0
G e T
l1aazss aaa” CEoil.2.] !
.08 -1.57 -1.eella.e | [ali6.i1.1]
L e

Matrices ortogonales y descomposicion de valores singulares
Una matriz cuadrada se dice que es ortogonal si sus columnas representan los

vectores de la unidad que son mutuamente ortogonal. Asi, si dejamos la matriz
cuadrada A se dice ser ortogonal si sus columnas representan vectores
unitarios que son mutuamente ortogonales. Asi, si dejamos la matriz U = [v;

Vy ... v ] donde v;, i = 1, 2,, n, son vectores columnas, vy si viev; = 3, donde

3ij es la funcion delta de Kronecker, entonces U ser una matriz ortogonal. Estas

condiciones también implican que U- UT = 1.

la descomposicion de valores singulares (inglés, Singular Value
Decomposition, SVD) de una matriz rectangular A, consiste en la

determinacién de las matrices U, S, y V, tal que Ay = U s S mxn -V s
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donde U y V son las matrices ortogonales, y S es una matriz diagonal. Los
elementos diagonales de S se llaman los valores singulares de A y ordenados

generalmente de manera que s; = s;,7, para i =1, 2, ..., n-1. Llas columnas

[uj] de Uy [vj] de V son los vectores singulares correspondientes.

Funcién SVD

En modo RPN, la funcién SVD (inglés, Singular Value Decomposition, o
descomposicién de valores singulares) toma como entrada una matriz A, ¥
produce las matrices U, ., Vinxm: Y Un vector s en los niveles 3, 2, y 1 de la
pantalla, respectivamente. La dimensién del vector s es igual al minimo de los
valores n 'y m. Llas matrices U y V fueron definidas anteriormente para la
descomposicién de valores singulares, mientras que el vector s representa la
diagonal principal de la matriz S usada anteriormente.

Por ejemplo, en modo RPN: £ [ %, 4

3: [[0.27 0.81 -0.53][-0.37 0. 59 O 72][0 89 3. 09E3 O 46]]
2: [[-0.68 -0.14 -0.72][ 0.42 0.73 -0.54][-0.60 0.67 0.44]]
1:[12.15 6.88 1.42]

Funcién SVL
la funcién SVL (inglés, Singular Values, o valores singulares) produce los
valores singulares de una matriz A, como un vector s cuya dimensién es

|guc| cI minimo de |os volores n cmd m. Por ejemplo, en modo RPN, i

produce [12.15 6. 88 1 42]

Funcién SCHUR

En modo RPN, la funcién SCHUR produce la descomposicién de Schur de una
matriz cuadrada A produciendo las matrices Q y T, en los niveles 2 y 1 de la
pantalla, respectivamente, fales que A = QT-Q', donde Q es una matriz
ortogonal, y T es una matriz triangular. Por e|emp|o en modo RPN,

resulta en:

2: [[0.66 -0.29 -0.70][-0.73 -0.01 -0.68][ 0.19 -0.96 0.21]]
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1:[[-1.03 1.02 3.86 ][ 0 5.52 8.23 ][ 0 -1.82 5.52]]

Funcién LQ
La funcién LQ produce la factorizacién LQ de una matriz A, produciendo

una matriz trapezoidal inferior Ly, una matriz ortogonal Q. Y Una matriz
de permutacion P, en los niveles 3, 2, y 1 de la pantalla, respectivamente.

Las matrices A, L, Q y P se relacionan por P-A = L-Q. (Una matriz trapezoidal
a partir de una matriz nxm es el equivalente de una matriz triangular a partir

produce

3: [[-5.48 0 O][-1.10 —2.79 O][-1.83 1.43 0.78]]

2: [[-0.91 0.37 -0.18] [0.36 -0.50 0.79] [-0.20 -0.78 -0.59]]
1:[[00 1][0 1 O][1 0 0J]

Funcién QR

En modo RPN, la funcién QR produce la factorizaciéon QR de una matriz Ay,
produciendo una matriz ortogonal Q,,,,, una matriz triangular superior Ryym, ¥
una matriz de permutacién P, en los niveles 3, 2, y 1 de la pantalla,

respectivamente . Las matrices A, P, Q y R se relacionan por A-P = Q-R. Por

eiemplo, LL 1 gt DIL 2l dg
produce

3: [[-0.18 0.39 0.90][-0.37 -0.88 0.30][-0.91 0.28 ~0.30]]
2: ([ -5.48 —0.37 1.83][ 0 2.42 —2.20][0 0 -0.90]]

1:[[1 00][0 0 1][0 1 O]

Nota: Ejemplos y definiciones para todas las funciones en este meni
estén disponibles a través de funcién informativa en la calculadora. Intente
estos ejercicios en modo ALG para ver los resultados en ese modo.
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Formas cuadraticas de una matriz
Una forma cuadrética de una matriz cuadrada A es una expresién polinémica

originada a partir de x-A-x.  Por ejemplo, si ufilizamos A =
[[2,1,-11[5,4,2][3,5,-11], y x = [X Y Z]', se calcula la forma cuadrética
correspondiente como

2 1 -1l[x
x-Ax' =[x v z]|5 4 2||Y
35 -1z
2X+Y-Z
=[x v Zz]|5Xx+4Y+2Z
3X+5Y-Z
Finalmente, x-A-x" = 2X2+4Y2724 6XY+2XZ+7ZY

El ment QUADF

la calculadora proporciona el ment QUADF para las operaciones
relacionadas con las formas cuadrdticas.  El mend QUADF se alcanzado a

través de (51 ) MATRICES

ALl THRATRICE: HENU I AD WYZ HEW R= 'H' ALG
Hﬂ"r;.EREHTE" HOW [HATRI: CUAD, FORA REND |—

2. OFERATIONE..

2 FACTORIZATIAON.. 3. CHOLEZRY

4. CUADEATIC FURH.. 2. GALSE

&.LINEAR SVETENE.. Y. oHA

&.LINEAR AFFL.. 5. SYLVESTER

7 .EIGEMYECTORE.. & . HATRICES..

2. VECTAF..

Este meny incluye las funciones AXQ, CHOLESKY, GAUSS, QXA, y SYLVESTER.
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Funcién AXQ
En modo de RPN, la funcion AXQ produce la forma cuadrdtica que
corresponde a una matriz A, en el nivel 2 de la pantalla usando las n
variables en un vector colocad en el nivel 1 de la pantalla. La funcién produce
la forma cuadrdtica en el nivel 2 de la pantalla y el vector de variables en el
nivel 1 de la pantalla. Por ejemplo,

produce
2: 2K 24(O*Y+2* L) X+4*XY N 247 ¥ L *y-L N D'
1:['X" Y 'Z']

Funcion QXA

La funcién QXA toma como argumentos una forma cuadrdtica en el nivel 2 de
la pantalla y un vector de variables en el nivel 1 de la pantalla, produciendo la
matriz cuadrada A de la cudl se deriva la forma cuadratica en el nivel 2 de la

pantalla, y la lista de variables en el nivel 1 de la pantalla.  Por ejemplo,

' @

produce
2:1[1 2-8][2 1 0][-8 0 -1]]
1. ['X" Y 'Z']

Representacién diagonal de una forma cuadrdtica
Dada una matriz cuadrada simétrica A, es posible "diagonalizar” la matriz A

encontrando una matriz ortogonal P tal que P.A-P = D, donde D es una

matriz diagonal. Si Q = x-A-x" es una forma cuadrética basada en A, es
posible escribir la forma cuadrética Q de modo que contenga solamente

términos cuadrados de una variable y, tales que x = P-y, usando Q = x-A-x'

= (Py)A (Py)' =y (PLAP}y =y Dy'
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Funcién SYLVESTER
La funcién SYLVESTER toma como argumento una matriz cuadrada simétrica A
y produce un vector que contiene los términos diagonales de una matriz

diagonal D, y una matriz P, tal que P.A-P = D. Por ejemplo,

produce
2:11/22/7 23/7]
1: 121 -1][0 7/2 5/2][0 0 1]]

Funcién GAUSS
la funcién GAUSS produce la representacion diagonal de una forma

cuadrética Q = x-A-x" tomando como discusiones la forma cuadrética en el
nivel 2 de la pantalla y el vector de variables en el nivel 1 de la pantalla. El
resultado de esta llamada de funcién es el siguiente:

* Un arreglo de coeficientes que representan los términos diagonales de
D (nivel 4 de la pantalla)
*  Una matriz P tal que A = P"-D-P (nivel 3 de la pantalla)
* la forma cuadratica diagonalizada (nivel 2 de la pantalla)
* Lla lista de variables (nivel 1 de la pantalla)
Por ejemplo,
ENTER

produce

4:[1-0.333 20.333]

3:[1 2 -8][0 =3 16][0 0 1]]

2:'61/3*7272+ -1/3*(16*Z+-3*Y)"2+4(-8*z+2*Y+X)" 2’
1:['X" Y 'Z']
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Aplicaciones Lineares

El meno LINEAR APPLICATIONS (Aplicaciones lineares) esta disponible con
(1) MATRICES |

I ¥ AU avZ HER R= 'R ALG
A [RATRICEZ HEND Eunnrt

1. CRERTE.. LINEAR AFFL_RERD —

2. OFERATIONS.. e

2 FRCTORIZATION..

4. GUADRATIC FORH.. 2 heen

5.LINEAR SYSTENZ.. o Ehsan

4 MkISOn

7 ELGENVELTORS.. ' 2

2. VECTOF..

La informacién sobre las funciones enumeradas en este meni se presenta a
continuacién usando la funcién informativa de la calculadora. Las figuras
muestran la descripcién de las funciones y los ejemplos adjuntos.

Funcién IMAGE

[AGE
Image of a linear ap-—
plication of matrix M
]?HGE{EEI 121 31a 40051 tHELF e
£01 @1 [ 17 ’I”HGE[[455]]
= EEE_EHQIS L1 6106 17:

2 | SEEZ | HRIN

Funcién ISOM

1nd5 element=s of a
E-d or 3-d linear

izomet -
ISDH(E[E:—l]:El @11
Frrz’t
METS0M

ZEEZ | HAIN

Funcién KER

clication of matrix
ERCIC1a2+2].[4:5:611]2

:HELP
WP ez

Pégina 11-63



Funcién MKISOM

1GH
lake an isometry give
its elements

ETS0Mim, 13
[E-1,81,C8,-111
LS0M

=1=1-H
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Capitulo 12
Grdficas

En este Capitulo se presentan algunas de las aplicaciones gréficas de la
calculadora. Presentaremos gréficos de funciones en coordenadas cartesianas
y polares, diagramas paramétricos, gréficos de cénicas, diagramas de barra,
de puntos, y una variedad de gréficos tridimensionales

Opciones graficas en la calculadora
Para tener acceso a la lista de formatos graficos disponibles en la calculadora,

Usese la secuencia de teclas (9D 2 (%)) Téngase cuidado que si se usa el
modo RPN estas dos teclas deben presionarse simultdéneamente para activar
las funciones gréficas. Después de activar la funcién 2D/3D, la calculadora
produce la forma interactiva denominada PLOT SETUP, la cual incluye la opcién
TYPE (tipo) como se ilustra a continuacién.

#FLOT SETUF
Egp_-ﬁﬁﬂm

_Finult ¢ Connect
W-Tick:10. s Fixals

Enfrente de la particula TYPE se encuentra, con toda seguridad, que la opcién
Function (funcién) ha sido seleccionada. Este es el tipo de grdfica
preseleccionado en la calculadora.  Para ver la lista de formatos gréficos
ZH (escoger). Esta
seleccién produce una lista de mend con las siguientes opciones (Usense las

disponibles, presione la tecla de mend denominada

teclas direccionales verticales para ver todas las opciones):
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P Hiztoaran
FaraHetric T |Bar
DiFF Eq Toattar
Conic Sloperield
| Truth ;|Fast2D

Hiztodran HirgFrane
FE=Contour

Eloperigld
FastzD
Hirgfrane
1| FE=-Contour
F=Flicq

EridHUE

Estas opciones de gréficas se describen brevemente a continuacién

Function: para las ecuaciones de la forma y = f(x) en coordenadas cartesianas
planas

Polar: para las ecuaciones de la forma r = (8) en coordenadas polares en el
plano

Parametric: para trazar las ecuaciones de la forma x = x(1), y = y(t) en el plano
Diff Eq:para trazar la solucién numérica de una ecuacién diferencial linear
Conic: para trazar ecuaciones cénicas (circulos, elipses, hipérbolas, parabolas)
Truth: para trazar desigualdades en el plano

Histogram: para trazar los histogramas de la frecuencia (usos estadisticos)
Bar: para trazar las gréficas de barra simples

Scatter:para trazar los diagramas de la dispersién de datos discretos (usos
estadisticos)

Slopefield: para trazar los segmentos tangentes de una funcién f(x,y) = O.
Fast3D: para trazar superficies curvas en el espacio

Wireframe: para trazar superficies curvas en el espacio con rejillas
Ps-Contour: para trazar diagramas del contorno de superficies

Y- Slice: para trazar una vista rebanadora de una funcién f(x,y).

Gridmap: para trazas de la parte real e imaginaria de una funcién compleja
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Pr-Surface: para las superficies paramétricas dadas por x = x(u,v), y = y(u,v), z
= z(u,v).

Trazar una expresién de la forma y = fix)
En esta seccién presentamos un ejemplo de un diagrama de una funcién de la

forma y = f(x). Para proceder con el diagrama, primero, elimine la variable x,
si se define en el directorio actual (x serd la variable independiente el ambiente
PLOT de la calculadora, por lo tanto, usted no tiene que predefinirla). Crear un
sub-directorio llamado 'TPLOT' (inglés, Test PLOT), o el ofro nombre
significativo, realizar el ejercicio siguiente.

Como ejemplo grafiquese la funcién,

L exp=5)
N2 2

fx)=

* Activese el ambiente PLOT SETUP (disefio de la grdfica) al presionar
() 2 . Selecciénese la opcién Function en la especificacién TYPE,
y la variable ‘X" como variable independiente (INDEP).  Presione
para recuperar la pantalla normal.  El ambiente PLOT SET
UP luce como se muestra a continuacién:

_FiHulkt ¢ Conngct
W=Tick:10. «'Fixels

hoosg tupa of plot
CHao% AREZm|ERASE| DREAH

Nota: Usted notard que una variable nueva, llamado PPAR, se muestra en
las etiquetas del mend. PPAR, en inglés, significa Plot PARameters, o

parametros del diagrama. Para ver su contenido, presione
explicacién detallada del contenido de PPAR se proporciona mas adelante

Una

en este capitulo. Presione (@) para remover esta linea de la pantalla.
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* Activese el ambiente PLOT (gréfica) al presionar
(simultdneamente si se usa el modo RPN). Presione la tecla

activar el escritor de ecuaciones. Lla calculadora requiere que se
escriba el lado derecho de la ecuacién Y1(x) = . Escribase la funcién
a ser graficada de manera que el escritor de ecuaciones muestre lo
siguiente:

¢ Presiénese para regresar a la ventana PLOT FUNCTION. la

expresion  ‘Y1(X) = EXP(X*2/2)/N(2*n) serd seleccionada.
Presiénese para recuperar la pantalla normal.

Nota: Dos nuevas variables se muestran en las etiquetas del meng, a
saber EQ y Y1. Para ver el contenido de EQ, utilizar El contenido
de EQ es simplemente el nombre de la funcién ‘Y1(X)". Lla variable EQ se
utiliza por la calculadora para almacenar la ecuacién, o ecuaciones, a ser

trazadal(s).
Para ver el contenido de Y1 Presione
Y1(X) definida como el programa:

Usted conseguird la funcién

<< 5X ‘BEXP(-x72/2) /N (2*m)" >>.
Presione (®), dos veces, para eliminar los contenidos de la pantalla.

* Activese el ambiente PLOT WINDOW (ventana gréfica) al presionar
(9) wv_ (simultGneamente si se usa el modo RPN).  Use un rango de
-4 a 4 para la especificacién H-VIEW (vista horizontal), presione
después | para generar automdticamente el rango vertical, V-
VIEW. la pantalla PLOT WINDOW debera lucir como se muestra a
continuacién:
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FLOT HINODGOH - FURCTION
H=-vied : BT Y.

W-Yigu: -5 36374 L FAERYa2
Indep Low: Derault High:Derault
tep: DerFault _Fixel=s

ntar HiniHUH horizontal walug
AUTY |ERAZE] DEANW

* Dibojese la gréfica: (esperar hasta que se termina de
dibujar la gréfica)

*  Para ver los rétulos de los ejes coordenados:

*  Para recuperar el primer meng gréfico:

* Para recorrer o trazar la curva:
direccionales horizontales (@) para recorrer la curva. Llas
coordenadas de los puntos trazados se mostrarén al pié de la
pantalla.  Verifiquense las siguientes coordenadas: x = 1.05 , y =

0.0131, yx=-1.48, y = 0.034. La figura se muestra a continuacién:

Usense las teclas

Rk ERLEEENL

+1.35E0 ¥:l.60E-1

* Para recuperar el mend y regresar al ambiente PLOT WINDOW,
presiénese (W7) i

Algunas operaciones de PLOT para graficas FUNCTION

Para discutir estas opciones de PLOT, modificaremos la funcién para forzarla
para fener algunas raices reales (puesto que la curva actual se contiene
totalmente sobre el eje de x, no tiene ninguna raiz real.) Presione
para enumerar el contenido de la funcién Y1 en la pantalla: << =X ‘EXP(-X*2/
2)/N(2*r) ‘ >>. Para editar esta expresion use:
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2% Activa el editor de linea

GBI\ Cursor al final de la linea
<BICHICHIED /BB WD) Modifica la expresién
ENTER Regresa a la pantalla normal

Después, almacenar la expresién modificada en la variable y usando
si en modo RPN, o () en modo ALG.

1 x?
La funcién a ser trazada es ahora, f(X) = \/2— exp(—;) -0.1
T

Active el ambiente PLOT WINDOW escribiendo (<) wWn_(Presiénelas
simultdneamente si en modo RPN.)  Mantenga el rango de -4 a 4 para H-
VIEW, Presione & i
presione

ara generar el rango V-VIEW. Para trazar la gréfica,

¥ para tener acceso al meng
de la funcién. Con este ment usted puede obtener la informacién

* Una vez se traza el gréfico, presione &

adicional sobre el diagrama por ejemplo su interseccién con el eje x,
las raices, las pendientes de la linea de la tangente, el area debajo de
la curva, el efc. Por ejemplo, para encontrar la raiz en el lado

izquierdo de la curva, mover el cursor cerca del eje x, y presione
Se obtendrd el resultado: ROOT: -1.6635.... Presione para
recobrar el mend.  He aqui el resultado de ROOT en el diagrama
actual:

RN

Foot: -1.66251233553

e Si usted mueve el cursor hacia el lado derecho de la curva,
presionando la tecla (), y presione el resultado es ROOT:
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1.6635... la calculadora indics, antes de demostrar la raiz, que fue
encontrado a través de SIGN REVERSAL (cambio de signo). Presione
para recobrar el meng.

Presionando

le dard la interseccién de la curva con el eje x, que
es esencialmente la raiz. Colocar el cursor exactamente en la raiz y

presione Usted conseguird el mismo mensaje que antes, a
saber SIGN REVERSAL, antes de conseguir el resultado I-SECT:
1.6635.... la funcién |

de las dos curvas mdas cercana a la localizacién del cursor. En este

se usa para determinar la interseccion

caso, donde estd implicada solamente una curva, a saber, Y1(X), la
interseccion buscada es la del f(x) con el eje x, sin embargo, usted
debe poner la derecha del cursor en la raiz de producir el mismo
resultado. Presione para recobrar el meng.

Coloque el cursor en la curva en cualquier punto y presione
para conseguir el valor de la pendiente en ese punto. Por ejemplo, en
la raiz negativa, SLOPE: 0.16670.... Presione para recobrar el
mend.

Para determinar el punto mds alto de la curva, coloque el cursor cerca
El resultado es EXTRM: O.. Presione

de la cima y presione
para recobrar el meng.

Otras teclas disponible en el primer mend son
area debajo de la curva, y

para calcular el

para sombrear un drea debajo de la
curva. Presione para ver mds opciones. El segundo mend incluye
un botén llamado

que destella por algunos segundos la ecuacién

trazada. Presione Alternativamente, usted puede presionar la

(NEXt eQuation) para ver el nombre de la funcién Y1(x).

tecla
Presione para recobrar el meng.

Lo teclo WM da el valor de f(x) que corresponde a la posicién del
cursor. Coloque el cursor dondequiera en la curva y presione G
El valor seré demostrado en la esquina izquierda més baja de la
pantalla. Presione () para recobrar el mend.

lugar del - el cursor en cualquier punto dado de la trayectoria y
presione TANL para obtener la ecuacién de la linea tangente a la
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curva en ese punto. La ecuacién serd mostrada en la esquina izquierda
inferior de la pantalla. Presione para recobrar el meng.

Si Ud. presiona la calculadora trazaré la funcién derivada, f'(x)
= df/dx, asi como la funcién original, f(x). Note que hay dos puntos
de interseccion de las dos curvas. Mueva el cursor cerca del punto

izquierdo de la interseccién y presione | , para obtener |-
SECT: (-0.6834...,0.21585). Presione (1) para recobrar el meng.
Para dejar el ambiente de FCN, presion i (o ).

¥ para regresar al ambiente PLOT WINDOW.  Entonces,
para regresar a la pantalla normal.

Presione §

Presione

Nota:

la pantalla demostrard todas las operaciones del grafico

realizadas, identificado correctamente.

Active el ambiente PLOT presionando, simulténeamente si en modo
RPN, () _r=_. Notar que el campo destacado en el ambiente PLOT
ahora contiene la derivada de YT1(X). Presione para
regresar a la pantalla normal.

Presione
que contiene una lista en vez de una sola expresién. La lista tiene
como elementos una expresién para la derivada de Y1(X) y Y1(X)
misma.  Originalmente, EQ contenia solamente Y1(x). Después de

para comprobar el contenido de EQ. Usted notaré

que presionaramos I en el ambiente la calculadora agregéd
automdticamente la derivada de Y1(x) a la lista de ecuaciones en EQ.

Almacenando un gréfico para el uso futuro

Si usted
PICTURE
captura

presione

desea almacenar su gréfico a una variable, active el ambiente

(DD EEEEE> . Esto

el cucdro ociuol en un objeto gréfico. Para volver a la pantalla,

presionando (). Enfonces, presione

En el nivel 1 de la pantalla usted verd un objeto grafico descrito como

Graphi
PICT.

c 131 x 64. Esto se puede almacenar en una variable, digamos,
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Para defender su figura otra vez, recordar el contenido de PIC1 variable a la
pantalla. La pantalla mostrard la linea: Graphic 131 x 64. Para ver el
grdfico, incorporar el ambiente PICTURE, presionando O .

Despeje el cuadro actual,

Mover el cursor a la esquina izquierda superior de la pantalla, usando las

teclas @ y @ .

Para mostrar la figura actualmente en el nivel 1 de la pantalla, presione
REPL .

Para volver a la funcién normal de la calculadora, presione

Nota: Para ahorrar espacio impreso, no incluiremos mas gréficos
producidos por las instrucciones en este capitulo. Se invita al usuario que
produzca esos gréficos por si mismo.

Grdficos de funciones transcendentales
En esta seccién utilizamos algunas de las caracteristicas de los gréficos de la

calculadora para demostrar el comportamiento tipico del logaritmo natural,
funciones hiperbélicas exponenciales, funciones trigonométricas, efc. Usted no
verd mas graficos en este capitulo, en su lugar el usuario debe verlos en la
calculadora.

Grafico de In(X)
Presione, simulténeamente si en modo RPN, la tecla y la tecla 200 (7))

para producir la pantalla PLOT SETUP. El campo etiquetado Type serd
destacado. Si la opcién Function no se ha sido seleccionada, presione la
tecla

, use las teclas direccionales verticales para seleccionar Function,
y presione para terminar la selecciéon. Comprobar que el campo Indep:
contiene el valor ' X''. Si ese no es el caso, presione la tecla direccional vertical

inferior dos veces hasta que el campo 1ndep es seleccionado, Presione la tecla
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etiquetada modifique el valor de la variable independiente para leer

‘X". Presione

# al terminar. Presione para regresar a la pantalla

normal.

A continuacién, redimensionamos la pantalla gréfica.  Primero, presione,
simultdneamente si en modo RPN, la tecla y la tecla = (&) para
producir la pantalla PLOT-FUNCTION. Si hay cualquier ecuacién destacada en
esta ventana, presione segln se necesite para despejar la ventana
totalmente.  Cuando la pantalla PLOT-FUNCTION es vacio usted conseguird
un mensaje pronto que lea: No Equ., Presione ADD. Presione la tecla
etiquetada . Esto accionaré el escritor de ecuaciones con la expresion
Y1(X)=« . Escriba LN(X). Presione para volver a la pantalla PLOT-
FUNCTION. Presione (w7)

para regresar a la pantalla normal.

El paso siguiente es presionar, simulténeamente si en modo RPN, las teclas
() v (7)) para producir la pantalla PLOT WINDOW - FUNCTION. Muy
probablemente, la pantalla demostrard los rangos horizontal (H-View) y vertical
(V-view) como: HView: -6.5 6.5, VView:

-3.94.0

Estos son los valores prefijados para los rangos x y vy, respectivamente, de la
pantalla actual de los gréficos. Después, cambiar HView a: HView: -1 10
usando (71O() o) 1
etiquetada ! para dejar que la calculadora determine el rango vertical
correspondiente. Después de un par de segundos este rango serd mostrado en
la pantalla PLOT WINDOW-FUNCTION. A este punto somos listos producir el
grdfico de In(X). Presione

A continuacién, presione la tecla

para trazar la funcién logaritmo natural.

Para agreqar etiquetas al grdafico, presione Presione

para quitar las etiquetas del meng, y conseguir una vista completa del gréfico.

Presione para recuperar el mend grafico actual. Presione
recuperar el mend grdfico original.
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(el

cursor se mueve encima de la curva en un punto situado cerca del centro de la

Para determinar los coordenadas de puntos en la curva, presione

gama horizontal). A continuacién, presione (X,Y) para ver los coordenadas
de la localizacién del cursor actual. Estos coordenadas serén demostrados al
pié de la pantalla. Utilizar las teclas direccionales horizontales para mover el
cursor a lo largo de la curva. Pues usted mueve el cursor a lo largo de la curva
los coordenadas de la curva se mostraran al pié de la pantalla. Verifique que
cuando Y:1.00EQ, X:2.72EQ. Este es el punto (e 1), dado que Infe) = 1.
Presione para recuperar el ment de los gréficos.

A continuacién, encontraremos la interseccién de la curva con el eje x
presionando La calculadora produce el valor root : 1, confirmando
que In(1) = 0. Presione para volver a la pantalla PLOT
WINDOW - FUNCTION.  Presione para regresar a la pantalla normal.
Usted notard que la raiz encontrada en el ambiente de los gréficos fue

copiada a la pantalla de la calculadora.
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Nota: Cuando uno presiona , su lista de las variables demostrard
las nuevas variables llamadas y Presione para ver el
contenido de esta variable. Usted conseguira el programa << — X ‘LN(X)" >>

, el cudl usted reconocerd el programa del EL del como que puede resultar
de definir la funcién ‘Y1(X) = LN(X)" usando (5) 0 . Esto es basicamente
lo qué sucede cuando usted adiciona) una funcién en la pantalla
PLOT — FUNCTION (la ventana que resulta presionando < _r=_,
simultdneamente si en modo RPN), i.e., la funcién consigue y definida

agregada a su lista variable.
A continuacién, presione ()}
valor de 10.275 se pone adentro de la pantalla. Este valor es determinado

i para ver el contenido de esta variable. Un

por nuestra seleccién para el rango horizontal de la pantalla. Seleccionamos
un rango entre -1 y 10 para X. Para producir el gréfico, la calculadora
genera valores entre los limites del rango usando un incremento constante, y

que almacena los valores generados, uno a la vez, en la variable
cuando se traza el gréfico. Para el rango horizontal ( -1,10), el incremento
usado se parece ser 0.275. Cuando el valor de X llega a ser més grande
que el valor méximo en el rango (en este caso, cuando X = 10.275), el
dibujo del grdfico se detiene. El valor pasado de X para el grafico bajo
consideraciéon se mantiene en la variable X. Elimine X y Y1 antes de
continuar.

Grdfico de la funcién exponencial
Primero, cargar la funcién exp(X), presionando, simultaneamente si en modo

RPN, las teclas (5) = ((@)) para tener acceso a la ventana PLOT-
FUNCTION. Presione para quitar la funcién LN(X), si usted no suprimié
Y1 segun lo sugerido en la nota anterior. Presione y escriba
(9)¢ @mE@Em para obtener EXP(X) y regrese a la pantalla PLOT-
FUNCTION. Presione para regresar a la pantalla normal.

A continuacién, presione, simultdneamente si en modo RPN, las teclas
() wmv_ (7)) para producir la pantalla PLOT WINDOW - FUNCTION.
Cambie los valores de H-View a: HView: -8 2 wusando
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Después de que se calcule el rango

A continuacién, presione §
i para trazar la funcién exponencial.

vertical, presion

NXT Presione

Para agregar etiquetas a la gréfica, presione
para remover las etiquetas del meng, y obtenga una vista completa del gréfico.
Presione para regresar a la pantalla PLOT WINDOW -

FUNCTION. Presione para regresar a la pantalla normal.

La variable PPAR

Presione para recobrar el men¢ de variables, de ser necesario. En su
meny de las variables usted debe tener una variable etiquetada PPAR.
Presione
del la. Presione la tecla direccional vertical hacia abajo, para activar el editor
de lineq, y use teclas direccionales verticales para ver el contenido completo

para conseguir el contenido de esta variable en pantalla

de PPAR. Lla pantalla mostraré los siguientes valores:

(—2.,—1. 1879726232810 (2
RPL: L

L= -1, 187972622810
:% 389@56@9893) "
A, CE..8.0 FUMCTIOW %

PPAR significa Plot PARameters, su contenido de y incluye dos pares pedidos de
numeros reales, (-8.,-1.10797263281) y (2.,7.38905609893), la cudl representa los
coordenadas de la esquina izquierda inferior y la esquina derecha superior del
diagrama, respectivamente. A continuacién, PPAR enumera el nombre de la
variable independiente, X, seguido por un nimero que especifique el
incremento de la variable independiente en la generacién del diagrama.

El valor demostrado aqui es el valor prefijado, cero (0.), lo que especifica
incrementos en X que corresponden a 1 pixel en la pantalla de los gréficos. El
elemento siguiente en PPAR es una lista que contiene primero los coordenadas
del punto de la inferseccién de los ejes del diagrama, i.e., (0.,0.), seguido por
una lista que especifica las marcas en los ejes x y y, respectivamente {# 10d #
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10d}. A continuacién, PPAR enumera el tipo de diagrama que deba ser
generado, i.e., FUNCTION, v, finalmente, la etiqueta del eje y, i.e., Y.

Lla variable PPAR, si es no existe, se genera cada vez que usted crea un
diagrama. El contenido de la funcién cambiara dependiendo del tipo de
diagrama y en las opciones que usted seleccioné en la pantalla PLOT (la
ventana generada por la activacién simulténea de las teclas y

(D).

Funciones inversas y sus graficos
Sea y = f(x), si podemos encontrar una funcién y = g(x), tal que, g(f(x)) = x,
decimos que g(x) es la funcién inversa de f(x). Tipicamente, la notacién g(x) =

f-1(x) se utiliza denotar una funcién inversa. Usando esta notacién podemos

escribir: si y = f(x), entonces x = fT(y). También, {f1(x)) = x, y " ({x)) = x.

Segun lo indicado anterior, las funciones In(x) y exp(x) son inversas la una con
la ofra, i.e., In(exp(x)) = x, y exp(In(x)) = x. Esto se puede verificar en la
calculadora al evaluar las expresiones siguientes en el Escritor de Ecuaciones:

LN(EXP(X)) y EXP(LN(X)). Ambas se evaltan a X.

Cuando una funcién f(x) y su inversa f ! (x) se trazan simulténeamente en el
mismo sistema de hachas, sus graficos son reflexiones de cada una sobre la
linea y = x. Comprobemos este hecho con la calculadora para las funciones
LN(X) y EXP(X) siguiendo este procedimiento:

Presione, simulténeamente si en modo RPN, (5) _r= . Lla funcién Y1(X) =
EXP(X) si estar disponible en la pantalla PLOT FUNCTION del ejercicio
anterior. Presione , y escriba la funcién ¥ =

cargar la funcién Y3(X) = X. Presione
normal.

Presione, simultaneamente si en modo RPN, (&) WW_, y cambie el rango H-
VIEW para mostrar:  H-View: -8 8

@, También,

para regresar a la pantalla
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! para generar el rango vertical. Presione | para
producir el grafico de y = In(x), y = exp(x), y y =x, simulténeamente si en modo

RPN.

Presione

Usted notard que solamente el grafico de y = exp(x) es claramente visible. Algo

fue mal con la seleccion de de la gama vertical. Qué sucede es ése,
cuando usted presiona en la pantalla PLOT FUNCTION - WINDOW, la
calculadora produce el rango vertical que corresponde a la primera funcién en

la lista de las funciones que se trazarén. La cudl, en este caso, es Y1(X) =
EXP(X). Tendremos que escribir el rango vertical nosotros mismos para mostrar
las otras dos funciones en el mismo diagrama.

Presione para regresar a la pantalla PLOT FUNCTION - WINDOW.
Modifique los rangos vertical y horizontal para mostrar: H-View: -8 8,
VView: -4 4

Seleccionando estos rangos nos aseguramos que la escala del grafico esté

mantenida 1 vertical a 1 horizontal. Presione y usted conseguiré
los diagramas del logaritmo natural, exponenciales, y y = x. Seré evidente del
gréfico que LN(X) y EXP(X) son las reflexiones de la otra sobre la linea y = X.
para volver a la pantalla PLOT WINDOW - FUNCTION.

Presione para regresar a la pantalla normal.

Presione

Resumen de la operacién del diagrama FUNCTION

En esta seccién presentamos la informacién con respecto a las pantallas PLOT
SETUP, PLOT-FUNCTION, y PLOT WINDOW accesible con la combinacién de
la tecla con las teclas a (7). De acuerdo con los ejemplos de
graficas presentados arriba, el procedimiento para producir un diagrama de
FUNCTION (i.e., uno que traza unas o mds funciones de la forma Y = F(X)), es
el siguiente:

(=) om0, simultdneamente si en modo RPN: Acceso a la pantalla PLOT SETUP.
De ser necesario, Cambie TYPE a runcTiON, y escriba el nombre de la
variable independiente.
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Ajustes:

Un simbolo de aprobado en _simult significa que si usted tiene dos o
més diagramas en el mismo gréfico, ellos serd trazados simulténeamente
al producir el gréfico.

Un simbolo de aprobado en _connect significa que la curva seré una
curva continua més bien que un sistema de puntos individuales.

Un simbolo de aprobado en _prixels significa que las marcas indicadas
por H-Tick y V-Tick serén separadas por ese nimero de pixeles.

El valor prefijado para ambos #-Tick y v-Tick es 10.

Opciones de teclas de menu

Use
Use

campo Type: se destaca. Para los ejercicios actuales, quisiéramos que este
campo fijara a FUNCTION.

para corregir funciones de valores en el campo seleccionado.

para seleccionar el tipo de diagrama a utilizar cuando el

Nota: las teclas

y

no estan disponibles en el mismo tiempo.

Uno o el ofro seréd seleccionado dependiendo de los cuales se destaca
entrar el campo.

Presione la tecla AXES para seleccionar o no el trazado de ejes en el
grdfico. Sila opcién ‘plot axes’ se selecciona, un punto cuadrado
aparecerd en la etiqueta de la tecla La ausencia del punto
cuadrado indica que las hachas no seran trazadas en el gréfico.

Use para borrar cualquier gréfico que existe actualmente en la
ventana de pantalla de los gréficos.

Use para producir la gréfica segin el contenido actual de PPAR para
las ecuaciones listadas en la pantalla PLOT-FUNCTION.

Presione para tener acceso al segundo sistema de teclas del mend en
esta pantalla.

Use para reajustar cualquier campo seleccionado a su valor
prefijado.
Use cancelar cualesquiera cambia en la pantalla PLOT SETUP y

volver a la pantalla normal de la calculadora.
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* Presione para guardar cambios a las opciones en la pantalla PLOT

SETUP y volver a la pantalla normal de la calculadora.

(=) _r=_, simultdneamente si en modo RPN:  Acceso a la pantalla PLOT (en
este caso se llamara PLOT ~-FUNCTION).

Opciones de teclas:
e Use
* Use

para corregir la ecuacién destacada.

para agregar nuevas ecuaciones al diagrama.

Nota: i activaran el escritor de ecuaciones EQW que usted
puede utilizar escribir nuevas ecuaciones o corregir viejas ecuaciones.

i O

* Use

* Used
variables, pero no estd enumerada en la pantalla PLOT — FUNCTION.

*  Use
ventana de pantalla de los gréficos.

e Use para producir la gréfica segun el contenido actual de PPAR para
las ecuaciones enumeré en la pantalla PLOT-FUNCTION.

para quitar la ecuacién destacada.
i para agregar una ecuacién que se define ya en su mend de las

i para borrar cualquier gréfico que existe actualmente en la

* Presione para activar la segunda lista del meng.

o Use para bajar la localizacién seleccionada de la ecuacion
una para arriba o, respectivamente.

* Use
en la pantalla PLOT — FUNCTION.  Lla calculadora verificara si o no usted

1 si usted desea al claro todas las ecuaciones actualmente activas

desee eliminar todas las funciones antes de ejecutar este comando.

Seleccione YES, y presione # para proceder con despejar todas las

funciones. Seleccione NO, y presione HEH# para desactivar la opcién

CLEAR.

¢ Presione

cuando pérrafos hechos regresar un normal del pantalla del
la.

(2 wn_, simultdneamente si en modo RPN: Acceso a la pantalla PLOT
WINDOW.
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Ajustes:

Escriba limites inferior y superior para los rangos de vista horizontal (H-

View) y vertical (V-View) en la pantalla de diagramas. O,

Escriba limites inferior y superior para la vista horizontal (H-View), y

Presione mientras que el cursor estd en uno de los campos de V-View,
para generar el rango de la vista vertical (V-View), autométicamente. O,

Escriba los limites inferior y superior de la vista vertical (V-View), y presione

mientras que el cursor estd en uno de los campos H-View, para
generar el rango de la vista horizontal (H-View) automéaticamente.

La calculadora utilizara el rango de vista horizontal (H-View) para generar
valores para la gréfica, a menos que Ud. cambie las opciones Indep Low,
(Indep) High, y (Indep) Step. Estos valores determinan, respectivamente, el
minimo, maximo, y valores del incremento de la variable independiente
que se utilizara en el diagrama. Si la opcién default se muestra en los
campos Indep Low, (Indep) High, y (Indep) Step, la calculadora utilizara los
valores méximos del minimo y determinados cerca HView.

Un simbolo de aprobado en _Pixels significa que los valores de los
incrementos variables independientes (Step:) se dan en pixeles mas bien
que en coordenadas del diagrama.

Opciones de teclas de menu:

Use
Use
Use para borrar cualquier gréfico que existe actualmente en la
ventana de pantalla de los gréficos.

Use para producir la gréfica segun el contenido actual de PPAR para
las ecuaciones enumeré adentro la pantalla PLOT-FUNCTION.

Presione para activar la segunda lista del mend.

para corregir cualquier entrada en la ventana.

egun lo explicado en gjustes, arriba.

Use para reajustar el campo seleccionado (es decir, donde se
coloca el cursor) a su valor prefijado.
Use para tener acceso a la pantalla de la calculadora para realizar

los calculos que pueden ser necesarios obtener un valor para una de las
opciones en esta ventana. Cuando la pantalla de la calculadora se pone a
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su disposicién, usted también tendra las opciones de las teclas del ment

* Usek en caso que Ud. quiera cancelar el célculo actual y regresar a
la pontallc PLOT WINDOW. O,

* Us para aceptar los resultados de su célculo y volver a la pantalla
PLOT WINDOW.

e Us
pueden utilizar en el campo seleccionado de la opcién.

e Us para cancelar cualesquiera cambia a la pantalla PLOT
WINDOW vy volver a la pantalla normal de la calculadora.

para conseguir la informacién sobre el tipo de objetos que se

* Presione para aceptar cambios a la pantalla PLOT WINDOW vuelta

de y a la pantalla normal de la calculadora.

(2D , simultdneamente si en modo RPN: Traza el gréfico basado en los
ajustes almacenados en PPAR variable y en las funciones actuales definidas en
la pantalla PLOT — FUNCTION . Si un gréfico, diferente del que usted esta
trazando, existe ya en la pantalla gréfica de la pantalla, el nuevo diagrama
serd sobrepuesto en el diagrama existente. Este puede no ser el resultado que

usted desea, por lo tanto, se recomienda utilizar las teclas

disponible en la pantallas PLOT SETUP, PLOT-FUNCTION o PLOT WINDOW.

Diagramas de funciones trigonométricas e hiperbélicas
los procedimientos usados arriba para trazar LN(X) y EXP(X), por

separadamente o simultaneamente, puede ser utilizado trazar cualquier funcién
de la forma y = f(x). Se deja como un ejercicio al lector para producir los
diagramas de funciones trigonometriitas o hiperbélicas y sus inversas. La tabla
abajo sugiere los valores para utilizar para los rangos horizontal y vertical de
la gréfica.  Usted puede incluir la funcién Y=X cuando se traza
simultdneamente una funcién y su inversa para verificar su “reflejo” sobre la
linea Y = X.
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Rango de H-View Rango de V-View
Funcion Minimo Maximo Minimo Maximo

SIN(X) -3.15 3.15 AUTO
ASIN(X) -1.2 1.2 AUTO
SIN & ASIN -3.2 3.2 -1.6 1.6
COS(X) 3.15 3.15 AUTO
ACOS(X) 1.2 1.2 AUTO
COS & ACOS -3.2 3.2 1.6 1.6
TAN(X) -3.15 3.15 -10 10
ATAN(X) 10 10 1.8 18
TAN & ATAN 2 2 2 2
SINH(X) 2 2 AUTO
ASINH(X) -5 5 AUTO
SINH & ASINH -5 5 -5 5
COSH(X) 2 2 AUTO
ACOSH(X) a 5 AUTO
COS & ACOS -5 5 -1 5
TANH(X) 5 5 AUTO
ATANH(X) -1.2 1.2 AUTO
TAN & ATAN -5 5 2.5 2.5

Generacién de una tabla de los valores para una
funcién

Las combinaciones de teclas (G msr () y () e () ), presionadas
simulténeamente si se usa el modo RPN, permiten al usuario producir la tabla
de valores de una funcién. Por ejemplo, para producir una tabla de la funcién
Y(X) = X/(X+10), en el rango -5 < X < 5, siganse las siguientes instrucciones:

* Se generardn valores de la funcién f(x), definida anteriormente, para
valores de x de -5 a 5, en incrementos de 0.5. Para empezar, asegirese
que el tipo de grdfica seleccionado en el ambiente PLOT SETUP (<) 20,
simulténeamente si se usa el modo RPN) es FUNCTION. Si ese no es el

selecciénese la opcién

tipo seleccionado, presiénese la tecla

FUNCTION, presiénese

para terminar la seleccién.
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* Presiénese IV para seleccionar la opcién EQ, escribase la expresion: X/
(X+10)" y presione .

* Para aceptar los cambios realizados en el ambiente PLOT SETUP y
recuperar la pantalla normal, presiénese

* El siguiente pase es acceder el ambiente Table Set-up (disefio de tabla)
usando la combinacién de teclas (28T (es decir, la tecla ) -
simulténeamente si se usa el modo RPN. La pantalla resultante permite al

usuario seleccionar el valor inicial (Starf) y el incremento (Step). Escribanse

los siguientes valores: WBEBIED WBEDED

(es decir, factor de amplificacién = 0.5). Presiénese la tecla |

hasta que aparezca la marca v enfrente de la opcién Small Font

(caracteres pequeios) de ser necesario. Presione para terminar y

regresar a la pantalla normal.

La variable TPAR

Después de preparar la tabla, su calculadora creard una variable llamada
TPAR (Table PARameters) que almacena informacién relevante a la tabla que
serd generada. Para ver el contenido de esta variable, presione ¢

* Para ver la tabla, presiénese () M (es decir, la tecla () -
simulténeamente si se usa el modo RPN. Esta accién producird una
tabla de valores de x = -5, -4.5, ..., y los valores correspondientes de
f(x), listados bajo el encabezado Y1.  Utilicense las teclas
direccionales verticales para mover el cursor en la tabla. Nétese que
no tuvimos que indicar el valor final de la variable independiente x. La

tabla continua mas alla del valor maximo sugerido de x = 5.

Algunas de las opciones disponibles cuando la tabla es visible incluyen
Y

* Cuando se selecciona la opcién B, la tabla muestra la definicion de la

funcién calculada.
# cambia el tamafio de los caracteres. Presione esta tecla para

* latecla &
verificar su operacién.
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(amplificar), se obtiene un mend con
las opciones: In, Out, Decimal, Integer, y Trig. Practique los siguientes

*  Cuando se selecciona la opcién

ejercicios:

La tabla se expande de
manera que el incremento en x es de 0.25 en vez de 0.5. Lo que la

* Seleccione la opcién In, y presione

calculadora hace es multiplicar el incremento original 0.5 por el factor
de amplificacién 0.5, para producir el nuevo incremento de 0.25. la
opcién zoom in es 0til cuando se requiere una mayor resolucién en la
tabla.

e Para incrementar la resolucién en un factor adicional de 0.5,

presiénese | , selecciénese In una vez mds, y presidnese i. El
nuevo incremento en x es 0.0125.
*  Para recuperar el incremento anterior, presiénese ay para

seleccionar la opcién Un-zoom. En este ejemplo, el incremento en x se
incrementa a 0.25.

* Para recuperar el incremento original de 0.5, selecciénese un-zoom
una vez mds, o Usese la opcién zoom out (reducir amplificacién) al

presiona

* La opcién Decimal en | produce incrementos de 0.10.

* La opcién Integer en produce incrementos de 1.
* Lo opcién Trig en

de 7 Esta opcion es itil en tablas de funciones trigonométricas.

roduce incrementos relacionados a fracciones
*  Para recuperar la pantalla normal presiénese la tecla @7z) .

Diagramas en coordenadas polares
Primero que todo, usted puede desear suprimir las variables usadas en

ejemplos anterlores (por ejemplo, X, EQ, Y1, PPAR) usando la funcién PURGE
(@
gréficos estarén despejados. Presione () para comprobar que las variables
fueron eliminados.

Haciendo esto, todos los pardmetros relacionados con los

Intentaremos trazar la funcién (6) = 2(1-sin(8)), como sigue:
* Primero, asegurese que la calculadora tenga dngulos en radianes.
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*  Presione (1) 2 , simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

* Cambie TYPE a polar, presionand

*  Presione I vy escriba:

N

DB ES) 0 W= (e)d

e El cursor estd ahora en el campo 1ndep field.  Presione
C e ()@ para cambiar la variable independiente a 6.

* Presione para regresar a la pantalla normal.

*  Presione () WN_, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT (en este caso se llamara PLOT —POLAR).

* Cambie el rango HVIEW a -8 a 8, usando
el rango VVIEW a -6 a 2 usando (6 )G

Nota: Los rangos HVIEW y la VVIEW determinan las escalas de la
ventana gréfica solamente, y rangos no se relacionan con el rango de
valores de la variable independiente en este caso.

Cambie el valor Indep Low a 0, y el valor High a 6.28 (= 2x), usando:
Le)-I2I8)

1 para trazar la funcién en coordenadas polares. El

Presione !
resultado es a curve en la forma de un corazén. Esta curva se llama una
cardiode (cardios significa "corazén" en griego)

| 200K ek, ¥ [TRRCEL [ EDIT [CANCL]

Presione & para ver la gréfica con etiquetas. Presione

para recobrar el mend. Presione
grdfico original.

para recobrar el meng
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* Presione para recorrer la curva.  Los datos mostrados al pié
de la pantalla son el dngulo 6 y el radio r, aunque este dltimo se denomina
Y (nombre prefijado de la variable dependiente).

* Presione # para regresar a la pantalla PLOT WINDOW. Presione

para regresar a la pantalla normal.

NXT

En este ejercicio incorporamos la ecuacién que se trazard directamente en la
pantalla PLOT SETUP. Podemos también incorporar las ecuaciones para trazar
usando la pantalla PLOT, i.e., simultdneamente si en modo RPN, presionando
(9) _»=_. Por ejemplo, cuando Ud. presiona = después de acabar el
ejercicio anterior, usted conseguird la ecuacién ‘2*(1-SIN(B)) destacado.
Digamos que deseamos trazar también la funcién ‘2*(1-COS(8))’ junto con la

ecuacién anterior.

* Presione B , y escriba (ZDGOCD! (D)@ @R (F)@ @@,

para escribir la nueva ecuacién.
para ver las dos ecuaciones trazadas en la misma

* Presione
figura. El resultado son dos cardioides que se interceptan. Presione &
para regresar a la pantalla normal.

[

| 200K ek, ¥ [TRRCEL [ EDIT [CANCL]

Trazado de curvas cénicas
la forma méds general de una curva cénica en el plano xy es:

Ax?+By?+Cxy+Dx+Ey+F = 0. También reconocemos como ecuaciones
cénicas ésos dados en la forma canénica para las figuras siguientes:

* circulo: (X-X<>)2'|'(Y'Yo)2 =r?
*  elipse: (xxo) 2/a? + (yyo) 2/b% = 1
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+  parébola: (yb)2 = K(xa), 6 (xa)? = K(y-b)
* hipérbola: (xxo) 2/a? + (yyo) 2/b% = 1,6 xy =K,

donde x,, y,, a, b, y K'son constantes.

El nombre curvas cénicas se usa porque estas figuras (circulos, elipses,
parébolas o hipérbolas) resultan de la interseccién de un plano con un cono.
Por ejemplo, un circulo es la intersecciéon de un cono con un plano
perpendicular al eje principal del cono.

la calculadora tiene la capacidad de trazar unas o més curvas cénicas
seleccionando Conic como TYPE en el ambiente PLOT. Cerciorarse de suprimir
las variables PPAR y EQ antes de continuar. Por ejemplo, almacenemos la lista
de ecuaciones

{12 24(Y2)22=3" , ‘X 2/4+Y~2/3=1"}
en la variable EQ.

Estas ecuaciones las reconocemos como la de un circulo centrado en (1.2) con
el radio V3, y de una elipse centrada en (0,0) con longitudes del semi-eje a =

2y b=+3.

* Active el ambiente PLOT, presionando () 20 , simulténeamente si en
modo RPN, y seleccione Conic como el TYPE. la lista de ecuaciones se
mostrard en la posicién EQ.

* Asegurese de que la variable independiente (Indep) estd fijo a ‘X' y la
variable dependiente (Depnd) a ‘Y.

* Presione para regresar a la pantalla normal.

*  Active el ambiente PLOT WINDOW, presionando () wn_,
simulténeamente si en modo RPN.

* Cambie el rango para H-VIEW a -3 a 3, usando
También, cambie el rango VVIEW a -1.5 a 2 usando
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Cambie los campos Indep Low: y High: a Default usando
mientras que cada uno de esos campos se destaca.  Seleccione la opcién
Reset value después de presionar Presione para terminar el
reajuste de valores. Presione para regresar al mend principal.

Trace la gréfica

/

Nota: Los rangos H-View y V-View fueron seleccionados para mostrar la
inferseccion de las dos curvas. No hay regla general para seleccionar estos
rangos, excepto basado en lo que sabemos sobre las curvas. Por ejemplo,
para las ecuaciones demostradas arriba, sabemos que el circulo se
extenderd desde -3+1 =2 a 3+1 =4 en x, y desde -3+2=-1 a 3+2=5enyy.
Ademés, la elipse, que se centra en el origen (0,0), extenderd desde 2 a 2
enx, ydesde V3 aV3eny.

Note que para el circulo y la elipse la regién que corresponde a los
extremos derechos izquierdos en y de las curvas no estd trazada. Este es el
caso con todos los circulos o las elipses trazados usando conic como el
TYPE.

NXT

Para ver etiquetas:

Para recobrar el menu:
Para estimar los coordenadas del punto de la interseccién, presione la
y mueva el cursor tan cerca como sea posible a esos puntos

tecla
usando las teclas direccionales. los coordenadas del cursor se muestran
en la pantalla. Por ejemplo, el punto de la interseccién a la izquierda esté
cerca de (-0.692, 1.67), mientras que la interseccién a la derecha esta
cerca de (1.89,0.5).
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N N 7

:=6. 33~ : 14, 29EQ 24, BYE-

* Para recobrar el mend y regresar al ambiente PLOT,
* Para regresar a la pantalla normal, presione (WM#

resione

Diagramas paramétricos
Diagramas paramétricos en el plano son esos diagramas cuyas coordenadas

se generan a través del sistema de ecuaciones x = x(t) y y = y(t), donde t se
conoce como el parédmetro.  Un ejemplo de tal gréfico es la trayectoria de un
proyectil, x(t) = xg + vo-COS 6g4, y(t) = yo + vo'sin 6o+t — V2-g42. Para trazar
ecuaciones como éstas, que implican valores constantes xq, yo, vo, Y 9o,
necesitamos almacenar los valores de esos parédmetros en variables. Para
desarrollar este ejemplo, crear un sub-directorio llamado ‘PROJM’ (PROJectile
Motion), y dentro de ese sub-directorio almacene las variables siguientes: X0 =
0,YO=10,V0=10, 60 =230, yg=9.806. Cerciorarse de que la medida
del éngulo de la calculadora estd fija a DEG. A continuacién, defina las
funciones (use (9o ):

X(t) = XO + VO*COS(60)*t
Y(t) = YO + VO*SIN(80)*t - 0.5*g*"2

las teclas del menao.

Lo cuél agregara las variables

A T LEF T
5] s :2EkHE
s AN 1, SEGR
s 2EkAA : DEF INECA(E J=R8+Ya.COSIEr
9, SEEE . -
GEFI HEﬁHit ]=HE+HE'EDD$|[:|E|: :DEF IHE] Yt =5 8+%8.S T HIEk
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Para producir la gréfica, siga estos pasos:

*  Presione () 0, simu
pantalla PLOT SETUP.

* Cambie TYPE a Parametric, presionando

* Presione 3 y escriba ‘X(f) + i*Y(t)’
paramétrico como el de una variable compleja. (las partes real e

taneamente si en modo RPN, para acceder la

NZAN\

para definir el diagrama

imaginaria de la variable compleja corresponden a las coordenadas x,y
de la curva.) El cursor ahora esta en el campo 1ndep. Presione
CHam ()@
* Presione # para regresar a la pantalla normal.
* Presione () WN_, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT (en este caso se llamara PLOT ~-PARAMETRIC). En vez de
modificar primero los rangos vertical horizontal de la gréfica, como se hizo

para cambiar la variable independiente a .

para otros tipos de diagrama, fijaremos los valores inferior y superior de la
variable independiente como sigue:

* Seleccione el campo Tndep Low field presionando 3> &> . Cambie este
valor a (o) Entonces, cambie el valor de #igh a
Escriba CoO ()

para el valor step (i.e., step = 0.1).

Nota: A través de estos ajustes estamos indicando que el parametro t
tomard valores det =0, 0.1, 0.2, ..., etc., hasta alcanzar el valor de 2.0.

¢ Presione

. Esto generaré valores automdticos de los rangos H-View y
V~View de acuerdo con los valores de la variable independiente t y las

definiciones de X(t) y Y(t). El resultado sera:

FLOT HINDOH - FURCTIONS
ien: [ 1.2
W-ien:-1. 24453 11.37435
Indep Low: 0. High:3.
_Fixals

ntar HiniHUH horizontal walug
AUTO |ERAZE] DEAM

* Presione para dibujar el diagrama paramétrico.
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*  Presione E#iE#E (wr) IH

pardmetros de la ventana son tales que usted ve solamente la mltod de las

etiquetas en el eje x.

1 17 3305030267 |

*  Presione para recobrar el mend. Presione para recobrar el
men( gréfico original.

| para determinar coordenadas de cualquier punto

* Presione i)
en la gréfica. Use (O y @ para mover el cursor a lo largo de la curva.
Al pi¢ de la pantalla usted verd el valor del parametro ty las coordenadas
del cursor como (X,Y).

* Presione ¥ para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,
Presione , or

, para regresar a la pantalla normal.

Una revisién de sus etiquetas de mend muestra que usted ahora tiene las
variables siguientes: t, EQ, PPAR, Y, X, g, 60, VO, YO, XO. Las variables 1, EQ,
y PPAR son generados por la calculadora para almacenar los valores actuales
del parémetro, t, de la ecuacién que se trazard EQ (la cuél contiene ‘X(t) +
I%Y(t)), y los parametros del diagrama. Llas ofras variables contienen los
valores de las constantes usadas en las definiciones de X(t) y Y(t).

Usted puede almacenar diversos valores en las variables y producir los nuevos
diagramas paramétricos de las ecuaciones del proyectil usadas en este
ejemplo. Si usted desea borrar el contenido actual del cuadro antes de
producir un nuevo diagrama, usted necesita tener acceso a la pantalla PLOT,
PLOT WINDOW, o PLOT SETUP, presionando, () =, () wv_, o () 200
(las dos teclas deben ser presionadas simulténeamente si en modo RPN).

Enfonces, presione Presione # para regresar a la panfalla
PLOT, PLOT WINDOW, o PLOT SETUP.  Presione (ov), o

regresar a la pantalla normal.
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Generacién de una tabla para las ecuaciones
paramétricas
En un ejemplo anterior generamos una tabla de los valores (X,Y) para una
expresién de la forma Y=£(X), i.e., un tipo de gréfico de funcién.  En esta
seccién, presentamos el procedimiento para generar una tabla que
corresponde a un diagrama paramétrico. Para este propésito, nos
aprovecharemos de las ecuaciones paramétricas definidas en el ejemplo
arriba.
* Primero, accedemos a la pantalla TABLE SETUP presionando
(D msr, simultdéneamente si en modo RPN. Para la variable
independiente cambie el valor inicial a 0.0, y el valor Step a 0.1.

Presione .

*  Genere la tabla presionando, simulténeamente si en modo RPN,
(=) me£ . la tabla que resulta tiene tres columnas que representan el
parémetro t, y las coordenadas correspondientes a x y. Para esta tabla
los coordenadas se etiquetan X1y Y1.

ul Tl
] 10
- BEENASY
i.73a051(1

7
2.5q
3.484
4.330

2ooHl ] | EIo JOEFN] |

*  Use las teclas, @ @<, para moverse sobre la tabla.
*  Presione para regresar a la pantalla normal.

Este procedimiento para crear una tabla que corresponde al tipo actual de
diagrama se puede aplicar a otros tipos del diagrama.

Trazar la solucién a las ecuaciones diferenciales simples
El diagrama de una ecuacién diferencial simple puede ser obtenido

seleccionando Diff Eqg en el campo TYPE del ambiente PLOT SETUP como
sigue: suponga que deseamos trazar x() de la ecuacién diferencial dx/dt =
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exp(42), con condiciones iniciales: x = O para t = 0. La calculadora permite
trazar de la solucién de las ecuaciones diferenciales de la forma Y'(T) = F(T,Y).
Para nuestro caso, sean Y->x y T>t, por lo tanto, F(T,Y)> f(t,x) = exp(-t2).
Antes de trazar la solucién, x(t), para t = 0 a 5, suprimir las variables EQ y
PPAR.

Presione (5] 260, simulténeamente si en modo RPN, para acceder la pantalla
PLOT SETUP.

e  Cambie TYPE a Diff Eq.

*  Presione & y escriba (")(9) ¢ (D) (D@D

* El cursor ahora estd en el campo H-var. El campo debe de mostrar 1-

Var:0y fambién v-var:1. Este es el codigo usado por la calculadora
para identificar las variables que se trazaran. H-var: 0 significa que la
variable independiente (a ser seleccionada mas adelante) serd trazada en
el eje horizontal. También, v-var: significa que la variable dependiente
(nombre preseleccionado ‘Y’) serd trazado en el eje vertical.

* Presione 3. El cursor ahora esté en el campo 1ndep. Presione ()4
@ para cambiar la variable independiente a t.

* Presione

*  Presione (9 WN_, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT (en este caso se llamara PLOT WINDOW - DIFF EQ).

*  Cambie los parametros H-VIEW y VVIEW a los siguientes valores: HVIEW:
-15,

*  VVIEW:-11.5

* Cambie el valor 1nit a 0, y el valor Final a 5 usando: (0)

* Llos valores Step y Tol representan el paso en la variable independiente y la

para regresar a la pantalla normal.

tolerancia para que la convergencia a ser utilizada por la solucién
numérica. Dejemos esos valores con sus ajustes de preseleccion (si la
palabra default no se demuestra en el campo Step:, use para
reajustar ese valor a su valor prefijado. Presione para regresar al

men0 principal.) Presione 3 .
* El valor Init-Soln representa el valor inicial de la solucién para comenzar el
resultado numérico. Para el actual caso, tenemos para las condiciones
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iniciales x(0) = 0, asi, necesitamos cambiar este valor a 0.0, usando

o)

Presione

para trazar la solucién a la ecuacién diferencial.

Presione

| para ver la gréfica con etiquetas.

1.5]1

Presione para recobrar el mend. Presione
men( gréfico original.

i para recobrar el

Cuando observamos el grafico que era trazado, usted notard que el
gréfico no es muy liso. Eso es porque el trazador esté utilizando un paso
del tiempo que sea demasiado grande. Para refinar el gréfico y hacerle

més liso, utilice un paso de 0.1. Intente lo siguiente:

NZNZN &S El diagrama tomara para ser

terminado, pero la forma es definitivamente mas lisa que antes.

Presione NXT

Notar que las etiquetas para los ejes se mostraran como O (horizontal) y 1

para ver etiquetas de los ejes y su rango.

(vertical). Estas son las definiciones para los ejes segin lo dado en la
pantalla PLOT WINDOW (ver arriba), i.e., HVAR (t): O, y VVAR(x): 1.

1.5]1

Presione
Presione para determinar coordenadas de cualquier punto en la

gréfica. Use 0> @ @ para mover el cursor en el érea del diagrama.
Al pié de la pantalla Ud. veré las coordenadas del cursor como (X,Y). La

i para recobrar el mend y regresar al ambiente PICT.
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calculadora uses Xy Y como el nombres prefijados para los ejes horizontal
y vertical, respectivamente.

¢ Presione para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,
Presione para regresar a la pantalla normal.

Mas detalles en usar las soluciones gréficas de ecuaciones diferenciales se

presentan en el capitulo 16.

Diagramas de verdad
Se utilizan los diagramas de verdad de producir diagramas de dos

dimensiones de las regiones que satisfacen cierta condicién matemética que

pueda ser verdadera o falsa. Por ejemplo, suponga que usted desea trazar la

regién la cual X*2/36 + Y*2/9 < 1, proceda de esta manera:

*  Presione (5) 20 , simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

* Cambie TYPE a Truth.

* Presione 3 y escriba {{(X*2/36+Y"2/9 < 1)",'(X*2/16+Y"*2/9 > 1)’}

para definir las condiciones a ser trazadas.

* El cursor estd ahora en el campo 1ndep field. Dejar eso como ‘X' si estd
fijado ya a esa variable, o cambiarla a ‘X’ de ser necesario.

¢ Presione

Presione C5) WN_, simulténeamente si en modo RPN, para acceder la pantalla

PLOT (en este caso se llamard PLOT WINDOW - TRUTH). Guardemos el valor

prefijado para los rangos de la ventana: HView: -6.5 6.5, VView: -3.9 4.0 (Para

reajustarlos use (D).

para regresar a la pantalla normal.

(Seleccione Reset all)

Nota: silos rangos de la ventana no se fijan a los valores prefijados, la
manera mds répida de reajustarlos es usando

all)

(Seleccione Reset

NXT ) .

*  Presione para trazar el diagrama de verdad. Porque la
calculadora hace un muestreo el dominio total del diagrama, punto por
punto, le toma algunos minutos para producir un diagrama de verdad. El
actual diagrama debe producir una elipse sombreada de semi-ejes 6 y 3

(en x y y, respectivamente), centrado en el origen.
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il para ver la gréfica con etiquetas. Los

NXT

* Presione EiiHE
pardmetros de la pantalla son tales que uno sélo ve la mitad de las
etiquetas en el eje x. Presione para recobrar el men0. Presione

ara recobrar el ment gréfico original.

* Presione ( para determinar coordenadas de cualquier punto en la
grdfica. Use las teclas para mover el cursor en la regién trazada. Al pié
de la pantalla usted verd el valor de los coordenadas del cursor como
(X,Y).

* Presione para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,
Presione , or

Usted puede tener mas de una condicién trazada en el mismo tiempo si usted

para regresar a la pantalla normal.

multiplica las condiciones. Por ejemplo, para trazar la gréfica de los puntos
para los cuales X2/36 +Y2/9 < 1, y X2/16 +Y2/9 > 1, use lo siguiente:

*  Presione (5) 20 , simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

* Presione ¥ y escriba ‘(X*2/36+Y72/9 < 1) (X*2/16+Y"2/9 >
1) para definir las condiciones a ser trazadas.

* Presione 1 para trazar el diagrama de verdad. Una vez més
usted tiene que ser paciente mientras que la calculadora produce el
grdfico. Si usted desea interrumpir el diagrama, presione , una vez.

Después presione

Trazar histogramas, diagramas de barra, y de
dispersion

Histogramas, diagramas de barra y de dispersién se utilizan trazar los datos
discretos almacenados en la variable reservada =DAT. Esta variable se utiliza
no solamente para estos tipos de diagramas, pero también para toda la clase
de usos estadisticos como serd demostrado en el Capitulo 18.  De hecho, el
uso de los diagramas del histograma se pospone hasta el capitulo 18, porque
el trazado de un histograma requiere el agrupar los datos y hacer un andlisis
de frecuencia antes del diagrama real. En esta seccién demostraremos cémo
cargar datos en la variable EDAT y cémo trazar la dispersién de los diagramas
y de la barra traza.
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Utilizaremos los datos siguientes para trazar diagramas de la barra y
diagramas de dispersion:

X y z
3.1 21 1.1
3.6 32 22
42 45 33
45 56 4.4
49 3.8 55
52 22 6.6

Diagramas de barra
Primero, cerciorarse de que el CAS de su calculadora esté en modo Exact. A

continuacién, escriba los datos demostrados arriba como una matriz, i.e.,

[13.1,2.1,1.1],03.6,3.2,2.2],[4.2,4.5,3.3],
[4.5,5.6,4.4],[4.9,3.8,5.5],[5.2,2.2,6.6]]

para almacenarlo en EDAT, use la funcién STOZ (disponible en el catélogo de
funciones, () _ar ). Presione VAR para recobrar el ment de variables. Una
tecla de ment llamada ZDAT estaré disponible en la pantalla. La figura abajo
demuestra el almacenaje de esta matriz en modo de ALG:

STOZAMS1T)

Para producir la gréfica:

*  Presione (5) 20 , simulténeamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.
e Cambie TYPE a Bar.
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*  Una matriz se mostrard en el campo EDAT. Esta es la matriz que
almacenamos anterior en ZDAT.

* Seleccione el campo col:. Este campo le deja elegir la columna de ZDAT
que debe ser trazado. El valor prefijado es 1. Use ese valor para trazar la
columna 1 en ZDAT.

*  Presione para regresar a la pantalla normal.

*  Presione (9) N _, simulténeamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT.

*  Cambie VView para mostrar, v-view: 0 5.

*  Presione BT

para trazar el diagrama de barras.

para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,

¢ Presione EiiiEE

Presione , or (m7)

para regresar a la pantalla normal.

El ndmero de las barras que se trazaran determina la anchura de la barra. Los
valores HVIEW y VVIEW se fijan a 10, por defecto. Cambiamos V-VIEW
para acomodar mejor el valor maximo en la columna 1 de EDAT. los
diagramas de barras son dtiles al trazar datos categéricos (no numéricos).

Suponer que usted desea trazar los datos en la columna 2 de la matriz DAT:

*  Presione () 20 , simulténeamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

*  Presione X< para destacar el campo co1: y escriba 2
de .

*  Presione (9) WN_, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

* Cambie VView para mostrar v-vView: 0 6

i, seguido
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* Presione

para regresar a la pantalla PLOT WINDOW, entonces

¢ Presione
para regresar a la pantalla normal.

Diagramas de dispersién
Usaremos la misma matriz de datos EDAT para producir un diagrama de
dispersion. Primero, trazaremos los valores de y vs. x, y después los de y vs. z,

como sigue:

*  Presione (5) 20, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

e Cambie TYPE a scatter.

*  Presione &Y<’ para destacar el campo Cols:. Escriba
en el diagrama de dispersién, Y vs. X.

* Presione

*  Presione (5 WN_, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT.

* Cambie los rangos de la pantalla de diagramas para mostrar:  H-View: 0
6, VView: 0 6.

* Presione
NXT

i para seleccionar la columna 1 como X'y la columna 2 como Y

para regresar a la pantalla normal.

para trazar el diagrama de barras.  Presione
para ver el diagrama sin las etiquetas del ment y con

etiquetas de identificacion (el cursor estard en el medio del diagrama, sin
embargo):

Pégina 12-37



Presione i para abandonar el ambiente EDIT.
Presione para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,
Presione , or

para regresar a la pantalla normal.

Para trazar y vs. z, use:

Presione () 200 , simulténeamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

Presione (3’3 para destacar el campo cois: field. Escriba i}
para seleccionar columna 3 como X'y columna 2 como Y en el
diagrama de dispersién, Y vs. X.

Presione
Presione () v, simulténeamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT.

Cambie los rangos de la pantalla de diagramas para mostrar: H-View: 0 7,
VView: 0 7.

Presione
NXT

para regresar a la pantalla normal.

para trazar el diagrama de barras. Presione
para ver el diagrama sin las etiquetas del ment y con
etiquetas de identificacién.

T

"

Presione i para abandonar el ambiente EDIT.
Presione para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,
Presione , or

para regresar a la pantalla normal.
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Campos de pendientes

Los campos de los pendientes se utilizan para visualizar las soluciones a una
ecuacién diferencial de la forma y' = f(x,y). Béasicamente, qué se presenta en
el diagrama son los segmentos tangenciales a las curvas de la solucién, desde
entonces y' = dy/dx, evaluado en cualquier punto (xy), representa la
pendiente de la linea de la tangente en el punto (x,y).

Por ejemplo, visualizar la solucién a la ecuacién diferencial y' = f(x,y) = x+y,
utilizar el siguiente:

*  Presione (5) 20 , simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

*  Cambie TYPE a slopefield.

*  Presione &) y escriba ‘X+Y’

* Cercidrese que ‘X’ se selecciona como la variable Indep: y ‘Y’ como la
variable Depnd:.

* Presione para regresar a la pantalla normal.

e Presione wN_, simulténeamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT .

*  Cambie los rangos de la pantalla de diagramas para mostrar: X-Lleft:-5, X-
Right:5, Y-Near:-5, Y-Far: 5

*  Presione

1 para trazar el diagrama de pendientes. Presione

H para ver el diagrama sin las etiquetas del mend y
con etiquetas de identificacion.

—— 5t F T 11
SSEEAL
T
ORI SNSRI
N R I
Y e e

*  Presione para abandonar el ambiente EDIT.
*  Presione para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,
Presione , or

para regresar a la pantalla normal.
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Si usted pudiera reproducir el campo de pendientes en papel, usted puede
trazar a mano las lineas que son tangente a la linea segmentos demostrados
en el diagrama. Estas lineas constituyen lineas de y(x, y) = constante, para la
soluciéon de y' = f(x,y). Por lo tanto, los campos de pendientes son
herramientas Gtiles para visualizar particularmente ecuaciones dificiles para
solucionar.

Intentar también una parcela de terreno de la cuesta para la funcién y’ = f(x,y)

- (y/x)2, usando:

*  Presione (5) 20 , simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

*  Cambie TYPE a slopefield.

* Presione I’ y escriba '~ (Y/X)"2’

* Presione para trazar el diagrama de pendientes. Presione

! para ver el diagrama sin las etiquetas del ment y
con etiquetas de identificacion.

el bR TR h e
= e Y e

—— s AL

- —_—

Pt -
S ¥ K St —
N A LN

*  Presione para abandonar el ambiente EDIT.
* Presione para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,
Presione , or

para regresar a la pantalla normal.

Graficas tridimensionales de accién rapida (Fast 3D
plots)

Estas grdficas se utilizan para  visualizar superficies  tridimensionales
representadas por ecuaciones de la forma z = f(x,y). Por ejemplo, si se desea

visualizar la funcién z = f(x,y) = x%+y?, siganse los siguientes pasos:
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Presiénese (5) 20, simultaneamente si se usa el modo RPN, para
acceder el ambiente PLOT SETUP.
Cambiese la opcién TYPE a Fast3D. |
Presiénese <3 y escribase ‘X" 2+Y"2’
Asegurese que se ha seleccionado la ‘X’ como la variable independiente
(Indep:) y la ‘Y’ como la variable dependiente (Depnd:).

Presiénese
Presiénese () WN_, simultdneamente si se usa el modo RPN, para
acceder al ambiente PLOT WINDOW.

Acéptense los valores siguientes para los parametros de la gréfica:

seleccionar Fast3D,

para recuperar la pantalla normal.

X-Left:-1 X-Right:1
Y-Near:-1 Y-Far: 1
Z-Low: -1 Z-High: 1

Step Indep: 10 Depnd: 8

corto.

Nota: Los valores Step Indep: y Depnd: representan el numero de
incrementos en la malla gréfica a utilizarse. A medida que se
incrementan estos nomeros, la produccién de la gréfica se hace mas
lenta, aunque el tiempo necesario para producirla es relativamente

Presiénense las teclas para dibujar la superficie tridimensional.
El resultado de esta operacién es un diagrama de las trazas de la malla
grdfica sobre la superficie. La figura incluye el sistema de coordenadas de
referencia en la esquina inferior izquierda. Al presionar las teclas
direccionales (@ O (@y<3) uno puede cambiar la orientacién de la
superficie. La orientacién del sistema de coordenadas de referencia
también se cambia al moverse el punto de vista de la superficie. Las
siguientes figuras muestran dos vistas de la superficie definida

anteriormente.
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* Para finalizar, presiénese la tecla
para regresar al ambiente PLOT WINDOW.
* Cdambiese la informacion siguiente: Step Indep: 20 Depnd: 16
para dibujar la superficie nuevamente.

* Presidnese

* Presidnese

*  Para finalizar, presiénese la tecla
* Presiénese para regresar al ambiente PLOT WINDOW.
* Presiénese , 0

para recuperar la pantalla normal.
He aqui ofro ejercicio del tipo de gréfica Fast 3D, z = f(x,y) = sin (x%+y?)

*  Presidnese () 20m , simultdneamente si se usa el modo RPN, para
acceder al ambiente PLOT SETUP.

* Presiénese I vy escribase la funcién ‘SIN(X*2+Y"2)’

* Presidnese para dibujar la superficie.

* Presidnese para regresar a la forma PLOT WINDOW.

* Presidénese , 0

Intente también un diagrama Fast 3D para la superficie z = f(x,y) = sin (x%+y?)

para regresar a la pantalla normal.

* Presione (9) 250, simultdneamente si en modo RPN, para acceder a la
pantalla PLOT SETUP.
*  Presione ¥V y escriba ‘SIN(X"2+Y"2)’
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para dibujar la superficie.
* Presiénese para regresar a la forma PLOT WINDOW.
* Presidénese , O

* Presidnese

para regresar a la pantalla normal.

Diagramas de grillas
Llos diagramas de grillas (Diagramas de grillas) son los diagramas de las

superficies tridimensionales descritas por z = f(x,y). A diferencia de los
diagramas Fast 3D, diagramas de grillas son diagramas estéticos. El usuario
puede elegir el punto de vista para el diagrama, es decir, el punto desde el
cual se observar la superficie. Por ejemplo, produzca un diagrama de grillas
para la superficie z = x + 2y -3, usando:

* Presione (9) 20, simultGneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

e Cambie TYPE a wireframe.

*  Presione &’ y escriba ‘X+2*Y-3’ .

* Cercidrese de que ' X ' sea seleccionado como variable 1ndep: y ‘Y’ como

variable Depna:

* Presione para regresar a la pantalla normal.

* Presione (9) N _, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT .

*  Mantenga los rangos prefijados de la pantalla de diagramas mostrar: -
Left:-1, XRight:1, Y-Near:-1, Y-Far: 1, ZLlow: -1, ZHigh: 1, XE:0,YE:-3, ZE:0, Step
Indep: 10 Depnd: 8

Los coordenadas XE, YE, ZE, significan “coordenadas del ojo”, es decir, las
coordenadas desde los cuales un observador ve el diagrama. Llos valores
demostrados son los valores prefijados. Los valores de Indep: y Depnd:
representan el nomero de grillas que se utilizaran en el diagrama. Mientras
més grandes éstos numeran, mas lenta la produccién del gréfico. Los valores
mostrados son los valores prefijados. Para este ejercicio usaremos los valores
prefijados de 10 y 8 para los valores Step.
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Presione para trazar la superficie tridimensional.  El resultado

es a diagrama de grillas de la superficie.

Presione NXT para ver la gréfica con etiquetas y rangos.

Esta versién particular del gréfico se limita a la parte més inferior de la

pantalla. Podemos cambiar el punto de vista para ver una diversa versién

del gréfico.
E Y
Hy
-5 5
Presione para regresar al ambiente PLOT WINDOW.

Cambie las coordenadas del punto de vista para mostrar :  xE: 0
YE:-3 ZE:3

Presione ara ver el diagrama de la superficie.

Presione

| para ver la gréfica con etiquetas y rangos.

2.5 Y

Esta versién del grafico ocupa més drea en la pantalla que la anterior.
Podemos cambiar el punto de vista, una vez més, para ver otra versién del
grdfico.

Presione para regresar al ambiente PLOT WINDOW.

Cambie los datos de las coordenadas del punto de vista para mostrar:
XE:3 YE:3 ZE:3
Presione para ver el diagrama de la superficie. Esta vez el

bulto del diagrama esté situado hacia el lado derecho de la pantalla.
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* Presione para regresar al ambiente PLOT WINDOW.
* Presione , or (m7)

para regresar a la pantalla normal.

Intente también un diagrama de grillas para la superficie z = f(x,y) = x2+y?

Presione () 210 , simulténeamente si en modo RPN, para acceder a la
pantalla PLOT SETUP.

* Presione & vy escriba ‘X"2+Y"2’
1 para trazar la superflae Presione

NXT

*  Presione
para ver el diagrama sin las etiquetas del ment y con etiquetas de

identificacion.

'uy
-1i. 2.33333323222

*  Presione para abandonar el ambiente EDIT.
* Presione para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,

Presione , or

para regresar a la pantalla normal.

Diagramas de contornos (Ps-Contour plots)
Los diagramas de contornos (Ps-Contour plots) son los diagramas del contorno

de superficie tridimensional descritos por z = f(x,y). Los contornos producidos
son proyecciones de superficies de nivel z = constante en el plano xy. Por
ejemplo, para producir un diagrama de contornos para la superficie z = x2+y?,
utilizar lo siguiente:
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* Presione (9) 20, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

*  Cambie TYPE a Ps-Contour.

* Presione &’ vy escriba ‘X*2+Y"2’

* Cerciérese que ‘X' se selecciona como la variable Indep: y ‘Y’ como la

variable Depnd:.

* Presione ara regresar a la pantalla normal.

* Presione (9) N, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT .

*  Cambie los rangos prefijados para la pantalla del diagrama para mostrar:
X-left:-2, X-Right:2, Y-Near:-1 Y-Far: 1, Step Indep: 10, Depnd: 8

para trazar el diagrama de contornos.  Esta

*  Presione
operacién fomard una cierta hora, sea asi pues, paciente. El resultado es
un diagrama de contornos de la superficie. Note que los contornos no
son necesariamente continuos, sin embargo, proporcionan un buen

estimado de las superficies planas de la funcién. Presione

para ver la gréfica con etiquetas y rangos.

PR Y
A=

e LA

e
o g,
Frs

::
1:
.

* Presione
¢ Presione , or (m7)

ara regresar al ambiente PLOT WINDOW.
para regresar a la pantalla normal.

Intente también un diagrama de contornos para la superficie z = f(x,y) = sin x
Cos .

* Presione (9) 280, simultGneamente si en modo RPN, para acceder a la
pantalla PLOT SETUP.

* Presione &V 'y escriba ‘SIN(X)*COS(Y)’ .

* Presione para trazar el diagrama de contornos.  Presione
NXT

para ver el diagrama sin las etiquetas del ment y con
etiquetas de identificacion.
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*  Presione para abandonar el ambiente EDIT.
* Presione % para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,

Presione , or

para regresar a la pantalla normal.

'’

Diagramas de corte vertical
Diagramas de corte vertical (Diagrama de corte vertical s) son los diagramas

animados de zvs.-y para diversos valores de x de la funcién z = f(x,y). Por

ejemplo, para producir un diagrama de corte vertical para la superficie z = x-

xy3, utilice lo siguiente:

*  Presione (5 250, simultGneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

*  Cambie TYPE a YSlice.

* Presione & vy escriba 'X"3+X*Y*3’

* Cercidrese que ‘X’ se selecciona como la variable Indep: y ‘Y’ como la

variable Depnd:

* Presione para regresar a la pantalla normal.

* Presione (9) WN_, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT .

*  Mantenga los rangos prefijados para la pantalla para mostrar: X-Left:-1, X-
Right:1, Y-Near:-1, Y-Far: 1, ZLow:-1, ZHigh:1, Step Indep: 10 Depnd: 8

| para trazar el superficie tridimensional.  Usted verd la

*  Presione
calculadora producir una serie de curvas en la pantalla, que
desaparecerdn inmediatamente. Cuando la calculadora acaba el producir
todas las curvas de corte vertical, entonces comenzard automaticamente la
animacién de las diversas curvas. Una de las curvas se muestra abajo.
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* Presione para detener la animacién. Presione i
al ambiente PLOT WINDOW.

* Presione , or (m7)
Intente también un diagrama Ps-Contour para la superficie z = f(x,y) = (x+y) sin

para regresar

para regresar a la pantalla normal.

* Presione (9) 210, simultdneamente si en modo RPN, para acceder a la
pantalla PLOT SETUP.

* Presione & 'y escriba ‘(X+Y)*SIN(Y)’

1 para producir la animacién de las curvas.

*  Presione para detener la animacién.
para regresar al ambiente PLOT WINDOW. Entonces,
Presione , or

, para regresar a la pantalla normal.

Diagramas de redes (Gridmap plots)

los diagramas de redes (Gridmap plots) producen una red de curvas

ortogonales que describen una funcién de una variable compleja de la forma

w =f(z) = f(x+iy), donde z = x+iy es una variable compleja. Las funciones

trazadas corresponden a las partes real e imaginaria de w = ®(x,y) + i¥(x,y),

es decir, representan curvas ®(x,y) =constante, y ¥(x,y) = constante. Por

ejemplo, par producir un diagrama de redes para la funcién w = sin(z), utilice

lo siguiente:

* Presione (9) 20, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

*  Cambie TYPE a Gridmap.

* Presione &’ vy escriba ‘SIN(X+i*Y)’ )

* Cerciérese que ‘X' se selecciona como la variable Indep: y ‘Y’ como la
variable Depnd

* Presione

para regresar a la pantalla normal.
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* Presione (5) WN_, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT .

*  Mantenga los rangos prefijados de la pantalla para mostrar: X-Left:-1, X-
Right:1, Y-Near:-1 Y-Far: 1, XXLeft:-1 XXRight:1, YYNear:-1, yyFar: 1, Step Indep:
10 Depnd: 8

* Presione
una red de funciones que corresponden a las partes verdaderas e

! para trazar el diagrama de redes.  El resultado es

|mag|ncrlos de una funC|on compleja.
i para ver la grdfica con etiquetas y rangos.

¢ Presione £ NXT ) £

¢ Presione
* Presione , or (m7)

% para regresar al ambiente PLOT WINDOW.
, para regresar a la pantalla normal.

Otras funciones de una variable compleja dignas de intentar para diagrama
de redes son:

(1) SIN((X,Y)) e, Fz) =sin(z)  (2)X,Y)*2 i.e., F(z) = 22

(3) EXP((X,Y)) i.e., F(z) = * (4) SINH((X,Y)) i.e., F(z) = sinh(z)
(5) TAN((X,Y)) ie., Fz) =tan(z)  (6) ATAN((X,Y)) i.e., F(z) = tan'(z)
(7) X,Y)*3 e, Fz) =23 (8) 1/(XY) e, Flz)=1/z
(9)V (X,Y) ie., F(z) =272

Diagramas de superficies paramétricas (Pr-Surface plots)
Los diagramas Pr-Surface (de superficie paramétrica) se utilizan para trazar una

superficie tridimensional cuyas coordenadas (x, y, z) estdn descritas por x =
x(X,Y), y = y(XY), z=z(X,Y), donde X y Y son parametros independientes.
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Nota: Llas ecuaciones x = x(X,Y), y = y(X,Y), z=z(X,Y) representar una
descripciéon paramétrica de una superficie. Xy Y son los parametros
independientes. La mayoria de los libros de textos utilizarén (u,v) como los
parédmetros, mds bien que (X,Y). Por lo tanto, la descripcién paramétrica de

una superficie se da como x = x(u,v), y = y(u,v), z=2(u,v).

Por ejemplo, para producir un diagrama Pr-Surface para la superficie x = x(X,Y)
=Xsin Y, y = y(X,Y) = x cos Y, z=z(X,Y)=X, utilice lo siguiente:

* Presione (9) 20, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

*  Cambie TYPE a PrSurface.

* Presione & vy escriba ‘{X*SIN(Y), X*COS(Y), X}/ .

* Cerciérese que ‘X' se selecciona como la variable Indep: y ‘Y’ como la
variable Depnd:

* Presione para regresar a la pantalla normal.

*  Presione (5 WN_, simultdneamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT .

* Mantenga los rangos prefijados de la pantalla para mostrar:  X-left:-1, X-
Right:1, Y-Near:-1, Y-Far: 1, Zlow: -1, ZHigh:1, XE: O, YE:-3, zE:0, Step Indep:
10, Depnd: 8

Presione
Presione , or (M)}

para regresar al ambiente PLOT WINDOW.
para regresar a la pantalla normal.
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La variable VPAR

la variable VPAR (inglés, Volume Parameter, o pardmetros de volumen)
contiene la informacién con respecto al "volumen" usado para producir un
grdfico tridimensional. Por lo tanto, usted verd que se produce esta variable
siempre que usted cree un diagrama tridimensional, por ejemplo, Fast3D,
Wireframe, or Pr-Surface.

Dibujo interactivo
Siempre que produzcamos un gréfico de dos dimensiones, encontramos en los

grdficos defendemos una tecla de meni etiquetada Presionando §
produce un mend que incluye las opciones siguientes (Presione para ver
funciones adicionales):

\ z.afy \ z.afy
—i ]

Con los ejemplos arriba, usted tiene la oportunidad de probar funciones LABEL,
MENU, PICT>, y REPL.  Muchas de las funciones restantes, por ejemplo,
DOT+, DOT-, LINE, BOX, CIRCL, MARK, DEL, etc., puede ser utilizadas para
dibujar puntos, lineas, circulos, etc.. en la pantalla de los graficos, segun lo
descrito abajo. Para ver cémo utilizar estas funciones intentaremos el ejercicio

siguiente:

Primero, conseguimos la pantalla de los graficos que corresponde a las
instrucciones siguientes:
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*  Presione () 20, simulténeamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT SETUP.

e Cambie TYPE a Function, de ser necesario

e Cambie EQa ‘X’

* Asegurese que Indep: estd fija a ‘X’

*  Presione ## para regresar a la pantalla normal.

* Presione (9) "N _, simulténeamente si en modo RPN, para acceder la
pantalla PLOT (en este caso se llamara PLOT ~POLAR).

* Cambie el rango HVIEW a =10 a 10, usando (70 )
o) , y el rango VVIEW a -5 a 5 usando

¢ Presione

para trazar la funcién.

* Presione para agregar etiquetas a la grafica. Presione
(or C2)mev_ ) para recuperar el mend original EDIT

A continuacién, ilustramos el uso de las diversas funciones de dibujo en la

pantalla de los graficos que resulta. Requieren el uso del cursor y las teclas

(@O @) para mover el cursor sobre la pantalla de los graficos.

DOT+ y DOT-

Cuando se selecciona DOT+, los pixeles seran activados dondequiera que el
cursor se mueva, es decir, siguiendo la posicién del cursor.  Cuando se
selecciona DOT- el efecto opuesto ocurre, i.e., pues usted mueve el cursor, los
pixeles seran suprimidos.

Por ejemplo, utilice (> (& para mover el cursor en alguna parte en el centro
del primer cuadrante del plano x-y, entonces presione La etiqueta serd
seleccionada Presione y mantenga presionada la tecla (3 para ver
una linea horizontal que es trazada. Ahora, presione , para seleccionar

). Presione y mantenga presionada la tecla @ para ver
, cuando

esta opcién
la linea que usted acaba de trazar siendo borrada. Presione
haya terminado para deseleccionar esta opcién.
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MARK

Este comando permite que el usuario fije una marca que se pueda utilizar para
un nomero de propdsitos, por ejemplo:

*  Comienzo de la linea con las instrucciones LINE o TLINE
* Lla esquina de una instruccion BOX
¢ El centro de una instruccién CIRCLE

Uso de la instruccion MARK por si misma simplemente coloca una x en la
localizacién de la marca (Presione (7)E

para verla en accién).

LINE

Se utiliza este comando para dibujar una linea entre dos puntos en el grafico.
Para verlo en accién, coloque el cursor en alguna parte en el primer cuadrante,
y presione (1) e Una marca (MARK) se coloca sobre el cursor que
indica el origen de la linea. Utilice la tecla > para mover el cursor a la

derecha de la posicién actual, digamos, cerca de 1 centimetro a la derecha, y
Una
Note que el cursor en el extremo de esta linea sigue activo indicando que la

presione inea se traza entre el primer y el Gltimo punto.
calculadora esté lista a trazar una linea que comienza en ese punto. Presione

@ para mover el cursor hacia abajo, digamos, ofro centimetro, y presione

otra vez. Ahora usted debe tener un dngulo recto trazado por un
segmento horizontal y un segmento vertical.  El cursor sigue activo. Para
El cursor vuelve a su forma

desactivarlo, sin moverlo del todo, presione
normal (una cruz) y la funcién LINE se desactiva.

TLINE

(Inglés, Toggle LINE, cambie estado de la linea) Mueva el cursor al segundo

cuadrante para ver esta funcién en accién. Presione Una marca
(MARK) se coloca en el comienzo de la linea. Mueva el cursor con las teclas
lejos de este punto, y presione Una linea se dibuja de la posicién

actual del cursor al punto de referencia seleccionado anteriormente. Los pixeles

que estan encendido en la linea trayectoria serédn apagados, y viceversa. Para

remover la linea trazada mas reciente trazada, presione
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Para desactivar TLINE, mueva el cursor al punto original donde TLINE fue

activada, y presione

BOX

Se utiliza este comando para dibujar una caja en el gréfico. Mueva el cursor a
Esto destaca el cursor. Mueva el

un drea clara del gréfico, y presione
cursor con las teclas a un punto diferente, y en una direccién diagonal, lejos de
i una vez més.  Se dibuja un

la posicion actual del cursor.  Presione
recténgulo cuya diagonal junta las posiciones del cursor de la inicial a la final.
La posicién inicial de la caja todavia esté marcada con una x. Mueva el cursor

a ofra posicién y presione EHEE para generar una caja nueva que contiene el
punto inicial. Para desactivar BOX, mueva el cursor al punto original donde

BOX fue activada, y presione

CIRCL

Este comando produce un circulo. Marque el centro del circulo con una marca
(instruccion MARK), entonces mueva el cursor a un punto que sea parte de la
Para desactivar CIRCL, volver el cursor

periferia del circulo, y presione EH#iHE.
a la posicion MARK y presione

Intente este comando moviendo el cursor a una parte clara del gréfico, y
Un circulo

presione Mueva el cursor a otro punto, y presione §

centrado en la marca (MARK), y que pasa a través del punto pasado serd

dibujado.

LABEL

Presionando

coloca las etiquetas en los ejes x y y del diagrama actual.

Esta funcién se ha utilizado extensivamente con este capitulo.

DEL

Se utiliza este comando para remover las partes del grafico entre dos

posiciones MARK. Mueva el cursor a un punto en el gréfico, y presione

Mueva el cursor a un punto diferente, y presione una vez més. Entonces,

La seccién del grafico contenida entre las dos marcas serd

presione
suprimida.
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ERASE

La funcién ERASE despeja la ventana entera de los gréficos. Este comando
estd disponible en el mend PLOT, asi como en las ventanas gréficas y estard
accesible con una tecla del mend.

MENU

Presionando

| quitard las etiquetas del mend para mostrar que el gréfico
sin esas etiquetas. Para recuperar las etiquetas, Presione (W7).

SuUB

Utilizar este comando para extraer un subconjunto de un objeto gréfico. El
objeto extraido se coloca automdticamente en la pantalla. Seleccione el
subconjunto que usted desea extraer poniendo una marca (MARK) en un punto
en el grafico, moviendo el cursor a la esquina diagonal del rectangulo que
i. Esta funcion se

incluye el subconjunto de los gréficos, y presionando
puede utilizar para mover partes de los gréficos alrededor del gréfico.

REPL

Este comando coloca el contenido de un objeto grafico actualmente en el nivel
1 de la pantalla en la localizacién de cursor en la ventana de los gréficos. La
esquina izquierda superior del objeto grafico que se inserta seré coincidira con
la posicién del cursor.  Por lo tanto, si usted desea que un grafico de la
pantalla llene totalmente la ventana gréfica, cerciérese de que el cursor estd
colocado en la esquina izquierda superior de la pantalla.

PICT>

Este comando coloca una copia del gréfico actualmente en la ventana de los
grdficos a la pantalla como un objeto gréfico. El objeto gréfico puesto en la
pantalla puede ser asignada al nombre de una variable para almacenaje u
otro tipo de manipulacion.

X,Y>
Este comando copia los coordenadas de la posicién actual del cursor, en
coordenadas de usuario, a la pantalla.
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Enfoques en la pantalla grafica
Siempre que usted produzca un gréfico de dos dimensiones de una funcién,
le deja acceder a

interactivamente, la primera tecla del meng, etiquetada
funciones que se pueden utilizar para enfocar hacia adentro y hacia fuera en
los grdficos actuales.  El ment ZOOM incluye las funciones siguientes
(Presione para moverse al mend siguiente):

ZFACT| EOHE

Presentamos cada uno de siguiente de estas funciones. Usted necesita
solamente producir un gréfico segin lo indicado en el capitulo 12, o con uno
de los programas usados anteriormente en este capitulo.

ZFACT, ZIN, ZOUT, y ZLAST

Presionando produce una pantalla de la entrada que permita que usted

cambie los factores X y Y actuales. Los factores X y Y relacionan las escalas
de unidades de usuario a los rangos de pixel correspondientes. Cambie el H-
después cambie el V-Factor para

Factor para mostrar 8., y presione

mostrar 2., y presione Seleccione la opcién YRecenter on cursor,

y presione §

De vuelta en la pantalla de los gréficos, presione El gréfico re-se dibuja
con los nuevos factores de posicionamiento horizontales de la vertical vy,
centrados en la posicién donde el cursor fue localizado, mientras que se
mantiene el tamafio original de PICT (es decir, el nimero original de pixeles en

ambas direcciones).  Usando las teclas direccionales, deslice la pantalla
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horizontalmente o verticalmente hasta donde se posible en el gréfico enfocado.

Para enfocar hacia fuera, sujeto a los factores horizontal (H) y vertical (V)
fijados en ZFACT, presione El grafico que resulta proporcionaré
més detalle que la gréfica enfocodo

Usted puede volver siempre a la dltima ventana de enfoque usando

BOXZ

El enfoque dentro y fuera de un grafico dado puede ser realizado usando la
tecla de ment BOXZ. Con BOXZ usted selecciona el sector rectangular (la
"caja") donde usted desea enfocar. Mueva el cursor a una de las esquinas de
Usando las

la caja (usando las teclas direccionales), y presione &
teclas direccionales una vez més, mueva el cursor a la esquina opuesta de la
caja de enfoque deseada. El cursor trazaré la caja de enfoque en la pantalla.
La

Cuando se selecciona la caja de enfoque deseada, presione |
calculadora enfocard en el contenido de la caja del zumbido que usted
seleccioné para llenar la pantalla.

la calculadora enfocaré hacia fuera de la caja actual

Si usted presiona
usando los factores H'y V'y. Es posible que no se pueda recuperar el gréfico
original.

ZDFLT, ZAUTO

Presionando

e-traza el diagrama actual usando los rangos prefijados de
por
otra parte, crea una ventana de enfoque usando el rango actual de la variable

xyy, es decir, 6.5 a 6.5enx, y-3.1a 3.1 eny. la instruccién

independiente (x), pero ajustando el rango de la variable dependiente (y) para
en la

que la curva quepa en la pantalla (como cuando se usa la funcién
pantalla PLOT WINDOW, (=) W _, simulténeamente en modo RPN).

HZIN, HZOUT, VZIN y VZOUT

Estas funciones enfocan hacia adentro y hacia afuera de la pantalla de los
grdficos en la direccién horizontal o vertical segun los factores H y V actuales.
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CNTR

Enfoca hacia adentro con el centro de la ventana de enfoque en la localizacién
de cursor actual. Los factores de enfoque usados son los valores actuales de los
factores Hy V.

ZDECI

Enfoca el gréfico para redondear los limites del intervalo x a un valor decimal.

ZINTG

Enfoca el grafico de modo que las unidades de pixel se convierten a unidades
de usuario. Por ejemplo, la ventana PICT minima tiene 131 pixeles. Cuando
usted utiliza ZINTG, con el cursor en el centro de la pantalla, la ventana se
enfoca de modo que el eje x se extiende de -64.5 a 65.5.

ZSQR

Enfoca el gréfico de modo que la escala se mantiene en 1:1 ajustando la
escala de x, manteniendo la escala de y fijada, si la ventana es més ancha
que més alta. Esto fuerza un enfoque proporcional.

ZTRIG

Enfoca el gréfico de modo que la escala de x incorpore un rango de -3n a
+3n (aproximadamente), el rango preferido para las funciones trigonométricas.

Nota: Ningunas de estas funciones son programables. Son solamente

en el
mend ZOOM con la funcién ZFACTOR, la cudl se utiliza aplicaciones en
dinédmica de los gases y en la quimica (ver el capitulo 3).

otiles de una manera interactiva. No confunda el comando §

El mend SYMBOLIC y los gréficos

El ment SYMBOLIC se activa presionando la tecla (cuarta tecla de la
izquierda en la cuarta fila de del teclado). Este ment proporciona una lista de
los menus relacionados con el sistema algebraico de la computadora o CAS,
ésfos son:
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Ao [FREOLIC WERD ' Eﬂnnl ZYREOLIC RENL '
1.ALGEERA..
i . 2. HRITHHETIC..
2. CALCULUE.,
4. GRAFH..
LVEF.. 5. SULVEF..
& . TRIGUNGHETRIC.. & . TRIGUNUHETRIC..
7EXF & LN.. 7.EXF @ L.,

Todos sino uno de estos menus estan disponibles directamente en el teclado
presionando la combinacién de teclas apropiada como sigue. El capitulo del
manual de usuario donde se describen los ments también se enumera:

ALGEBRA.. (P _A6 (tecla (1)) Cap. 5
ARITHMETIC.. G (fecla (1) Cap. 5
CALCULUS.. (e (tecla (1)) Cap.13
SOLVER.. (s (tecla (7)) Cap. 6
TRIGONOMETRIC.. (P)_mi (tecla (8)) Cap. 5
EXP&LN.. ) exan (tecla (8)) Cap. 5
El meno SYMB/GRAPH

El sub-ment GRAPH dentro del mend SYMB incluye las funciones siguientes:

Al [EVHEOLIC GRAFH HENU i

Al
HioH EYHEOLIC GRAFH HENU

Hof . GROEADD —
. GROEADD LFLOT

LFLOT .FLOTADD

.FLOTADD CFlot zgtup,,

Flot satup., LEIANTRE

. FIGNTRAE . THEVAL

. THEVAL . THEVAR

. TREVAR LEYMEOLIC..

.o nd

DEFINE: igual como la secuencia (5D 2% (la tecla (2))

GROBADD: junta dos GROBs, el primero sobre el segundo (Ver El Capitulo 22)
PLOT(funcién): traza una funcién, similar a (5 260,

PLOTADD(funcién): agrega esta funcién a la lista de funciones al diagrama,
similar a () 200

Plot setup..: igual que (1) 0.

SIGNTAB(funcién): firmar la tabla de la funcién dada que demuestra intervalos
de variacién positiva y negativa, raices y asintotas infinitas
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TABVAL: tabla de los valores para una funcién
TABVAR: tabla de la variacién de una funcién

Los ejemplos de algunas de estas funciones se proporcionan después.

PLOT(X"2-1) es similar a () 2@ con EQ: X*2 -1. Usando
produce el diagrama:

FLOT SETUF
RIH Func i
EE-HE_1
Indep: s _fiHult y Conngct
H-Tick:id. W-Tick:10. w*Fixels 1'\."-"".
higpard type oF plot

CHOOS AHE=m|ERASE

PLOTADD(X"2-X) es similar a (5) 230 pero agregando esta funcién a EQ:
X*2-1. Usando

. YITRACE] FCN

! produce el diagrama:

FLOT ZETUF 3

_FiHulkt ¢ Conngct
W=Tick:10. yFixels

hoosg tupa of plot
CHao% AREZm|ERASE| DREAH 200K | CH, Y2 |TRACE] FChi

TABVAL(X*2-1,{1, 3}) produce una lista de valores {min max} de la funcién en
el intervalo {1,3}, mientras que SIGNTAB(X"2-1) muestra el signo de la funcién
en el intervalo (-,+), con f(x) > 0 en (-o,-1), f(x) <0, in (-1,1), y f(x) > 0 in (1,+

«HELF =
:THEI'-.-'HL[HE—L{l 3}]
{H El 1 2H4E E}}}
:SIGHTFIEF[H —1]
=+ =1 -1 + 4ol
(HELF| | | | |

TABVAR(LN(X)/X) produce la tabla siguiente de la variacién:

Pégina 12-60



: TREYAR| S5 |

"LHeEYrm ! L £ =
.I IE"'EI + IE::;:'IEE: :Il

Una interpretacién detallada de la tabla de la variacién es mas fécil de seguir
en modo de RPN:

. LMD N .l_ .
= L ., gL
L RS
= Hg LHER) —[LH(-1]
S pE————
T | i kA
(7, ¥ [ TRACE] 4, Y3 TRACE] FCNh | EDIT |

ariation table:
—-:-:-‘?EI+EI+91— +o ¥

77 w tL+EF

(=]
[Cit, 73 [TRACE] FEn | EDIT

La salida estd en un formato grafico, demostrando la funcién original, F(X), la
derivada F'(X) después de la derivacién y después de la simplificacién, y
finalmente una tabla de la variacién. La tabla consiste en dos filas, etiquetadas
en el lado derecho. Por lo tanto, la fila superior representa valores de X y la
segunda fila representa valores de F. los signos de inferrogacién indican
incertidumbre o la no-definicién.  Por ejemplo, para X<0, LN(X) no estd
definido, asi que la linea X muestra un signo de interrogacién en ese intervalo.
Derecho en cero (0+0) F es infinito, para X = e, F = 1/e. F aumenta antes de
alcanzar este valor, segin lo indicado por la flecha ascendente, y disminuye
después de este valor (X=e) el llegar a ser levemente méas grande de cero (+:0)
cuando X va al infinito. Un diagrama del gréfico se demuestra abajo para
ilustrar estas observaciones:
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n. /’ © 2. 2B7E5328558

Funciéon DRAW3DMATRIX

Esta funcién toma como argumento una matriz nxm, Z, = | z; ], y valores

minimo y méximo para el diagrama. Usted desea seleccionar los valores de
Vinin Y Vmax de modo que contengan los valores enumerados en Z. La llamada
general a la funcién es, por lo tanto, DRAW3DMATRIX(Z,Vrin Vimax)- Para
ilustrar el uso de esta funcién primero generamos una matriz 6x5 usando
RANM({6,5}), y entonces activamos la funcién DRAW3DMATRIX, segin lo
demostrado abajo:

B L L L
. 750 0 2
:RANNCLE 531 ez g E s lyozla
e T 0 3 2y 72 ok
§ -5 -4 -7 -2 Fo14-41
247 OE R 7oH-E R
B -1y -y 1 : DRANZOHATRICANSCLY,-10,400
HOVAL

[ WIEH [ REL | STk [FURGE|CLEAR! [ WIEH [ REL | STk [FURGE|CLEAR!

El diagrama esté en el estilo de un FAST3DPLOT. Diversas vistas del diagrama

se muestran abajo:
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Capitulo 13
Aplicaciones en el Calculo

Este Capitulo discute las aplicaciones de la calculadora a operaciones
relacionadas al célculo diferencial e integral, es decir, limites, derivadas,
integrales, series de potencias, efc.

El mend CALC (Calculo)
La mayoria de las funciones utilizadas en este Capitulo se presentan en el meng

CALC de la calculadora. Este ment esta disponible a través de la secuencia de
teclado ()¢ (asociada con la tecla (4)):

AD HYZ2 HEW K= 'R’ ALG
HONICRLC WERD ___ |—
1.0ERIY. & INTEQG...
3.LINIT® & =ERIEZ=..
Z.0DIFFERENTIAL ERn=..
.4 .
. DERVH
B INTVR

Las primeras cuatro opciones en este ment son en realidad sub-mends que se
aplican a (1) derivadas e integrales, (2) limites y series de potencias, (3)
ecuaciones diferenciales, y (4) gréficas. Las funciones en las opciones (1) y (2)
se presentan en este Capitulo.  Las ecuaciones diferenciales, el tema de la
opcién (3), se presentan en el capitulo 16. Las funciones gréficas, el tema de la
opcién (4), fueron presentadas en el final del capitulo 12. Finalmente, las
opciones 5. DERVX y 6.INTVX son las funciones para obtener derivadas e
integrales indefinidas para funciones de la variable del CAS (tipicamente, 'X').
Las funciones DERVX e INTVX se discuten detalladamente mdés adelante.

Limites y derivadas
El célculo diferencial se orienta principalmente al estudio de las derivadas de

funciones y a sus aplicaciones en el andlisis matemdtico. La derivada de una
funcién se define como el limite de la diferencia de la funcién a medida que el
incremento en la variable independiente tiende a cero. Los limites se utilizan
asi mismo para verificar la continuidad de las funciones.
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La funcién lim
La calculadora provee la funcién lim para calcular limites de funciones. Esta

funcién utiliza como argumento una expresién que representa una funcién vy el
valor de la variable independiente donde se evaluara el limite. La funcién lim
se obtiene a través del catdlogo de funciones de la calculadora
(@) _ar @ () @) o, a través de la opcién 2. LIMITS & SERIES... del mend

CALC, que se presenté anteriormente.

Nota: Las funciones disponibles in el mend LIMITS & SERIES se muestran a
continuacion:

D HYZ HEX R= ‘4 ALG
HOH [TTHTTS & GERIE: WERD  J—

2. liH
Z.EERIE®

Y. TAYLORD
5.TAYLE

& CALCULUE..

La funcién DIVPC se utiliza para dividir dos polinomios produciendo una
expansién en una serie de potencias. las funciones DIVPC, SERIES,
TAYLORO, y TAYLOR se utilizan en las expansiones de series de potencias y
se presentan mds detalladamente en este capitulo.

la funcién lim se escribe en modo ALG como 1 para

calcular el limite lim f(x). En modo RPN, escribase primero la funcién,
Xx—a

seguida de la expresién ‘x=d’, y activese finalmente la funcién lim. Algunos
ejemplos en modo ALG se presentan a continuacién, incluyendo algunos limites
al infinito (utilizando el modo Algebraico, y con la bandera de sistema 117 fija
a la opcién CHOOSE boxes):

(e

ABDE) 2 @)=
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e T

s1inle ]
e

El simbolo del infinito se asocia con la tecla (0, es decir, (9)o

Para calcular limites unilaterales, afiada +0 6 -0 al valor a la variable. Un
“+0" significa limite desde la derecha, mientras que un “-0” significa limite

desde la izquierda. Por ejemplo de VX =1 seginx se acerca all desde la
izquierda puede determinarse con las siguientes pulsaciones de teclas (modo
AlG):

(P)_ar @) (D) @I @)L (=)

o) ) =) @)

El resultado es:

Derivadas
La derivada de una funcién f(x) para x = a se define como el limite

D _ i) = i LD

dx B h—>0
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Algunos ejemplos de las derivadas que usan este limite se muestran a
continuacién:

i 23

: l.iu[—':”r':'z'xE] - |1.-1}B

h

Las funciones DERIV y DERVX

la funcién DERIV se utiliza para calcular derivadas de cualquier variable
independiente, mientras que la funcién DERVX calcula derivadas con respecto
a la variable independiente definida por el CAS (usualmente definida por ‘X’).
Mientras la funcién DERVX se encuentra disponible directamente en el meng
CALC, ambas funcione se encuentran disponibles en el sub-meng
DERIV.&INTEG dentro del ment CALC ( (@)cac ).

la funcién DERIV requiere una funcién, por ejemplo f(t), y una variable
independiente, t, mientras que la funcién DERVX requiere solamente una
funcién de la variable VX. Algunos ejemplos en modo ALG se presentan a
continuacién. Recuérdese que en el modo RPN los argumentos de la funcién
deben listarse antes de aplicar la funcién.

: DERI'-.-'[t-E-tJt]

L, : DERNATE 3]
tDERINISIMIS),S) —l—-1+2J=)=]
COSis 2
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El ment DERIV&INTEG

Las funciones disponibles en este sub-meni se muestran a continuacién:

Al i AD i
A i Ab [BERIV. & InieqWemn )i
1.CUEL — —
2.0ERIV 2. INTVA
Z.0ERVH 5. LAFL
Y.0Iv 10.FREYAL
S.FOURIER 11 .RKIZCH
&.HE:: 12.2IGHA
7. IEF 12 ZIGHAYS
Z.INTVH 14 CALCULUZ..

DERIY. & INTEG. WENU
7. IEF

LCALCULLUE..

De esta lista de funciones, las funciones DERIV y DERVX se utilizan para
calcular derivadas. Las otras funciones incluyen funciones relacionadas con los
antiderivadas y las integrales (IBP, INTVX, PREVAL, RISCH, SIGMA, vy
SIGMAVX), a las series de Fourier (FOURIER), y al andlisis vectorial (CURL, DIV,
HESS, LAPL). A continuacién se presentan las funciones DERIV y DERVX, las
funciones restantes se presentan més adelante en este capitulo o en capitulos
subsecuentes.

Calculando derivadas con o
Este simbolo se obtiene al usar las teclas (P)__ 3 (la tecla (cs)). ). Este

simbolo se puede utilizar para escribir una derivada en la pantalla o en el
escritor de ecuaciones (véase el capitulo 2). Si usted utiliza el simbolo para
escribir una derivada en la pantalla, escribase la variable independiente
inmediatamente después, seguida de un par de paréntesis que incluyen la
funcién que se derivard. De esta forma, para calcular la derivada d(sin(r), 1),

utiliza, en modo ALG: (7)) CD@CE L (V) @wmd) 2 (@ @)

En modo RPN, esta expresién se debe incluir entre comillas antes de
incorporarla en la pantalla. El resultado en modo de ALG es:
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En el escritor de la ecuacién, cuando usted presiona (P)__ 9, la calculadora

produce la expresién siguiente:

El cursor de insercién (#) estard situado a la derecha en el denominador, en
espera de que el usuario escriba una variable independiente, por ejemplo, s:
@) (<)@ . Presiénese entonces la tecla direccional (3> ) para mover el cursor
entre los paréntesis:

EDIT | CUEZ | EIG =] EVAL |FACTO

A continuacién, escribase la funcién a diferenciarse, por ejemplo, s*In(s):

= (=LNis )

| CUFRS | EIG u] EVAL [FRETO]

Para evaluar la derivada en el escritor de ecuaciones, presione la tecla (ay,

cuatro veces, para seleccionar la expresiéon completa. A continuacion,

El resultado es el siguiente:

presione la tecla
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EDIT | CURZ

Nota: Elsimbolo 9 se utiliza formalmente en matemética para indicar una
derivada parcial, es decir, la derivada de una funcién con més de una
variable. Sin embargo, la calculadora no distingue entre las derivadas
ordinarios y parciales, y utiliza el mismo simbolo para ambos. El usuario
debe tener esta distincion presente al traducir resultados de la calculadora al

papel.

La regla de la cadena
la regla de la cadena para las derivadas se aplica a las derivadas de

funciones compuestas. Una expresién general para la regla de la cadena

d{f[g(x)]}/dx = (df/dg)-(dg/dx). Usando la calculadora, este férmula produce:

ﬁ[# [ai=41]] dlaldlfal=1]

Los términos d1 delante de g(x) y de f(g(x)) en la expresién anterior son
abreviaturas que la calculadora utiliza para indicar una derivada de primer
orden cuando la variable independiente, en este caso x, se define claramente.
Asi, el Gltimo resultado se interpreta como en la férmula para la regla de
cadena mostrada anteriormente. He aqui otro ejemplo del uso de la regla de la
cadena:
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Derivadas de ecuaciones
Uno puede tilizar la calculadora para calcular derivadas de ecuaciones, es

decir, las expresiones en las cuales las derivadas existirén en ambos lados del
signo igual. Algunos ejemplos se demuestran a continuacién:

PR
ey [t 1=2C0Sa 1100

dixiti=2-GINEUEI-dIBR) ), pER IRt =Ml - 1] ¢ ]
:a—i[g[xhx =S dlh[ﬂ:-%'t
d1ygizl=2u— -1

 DERYSIY(RI=TAHIRDN

dl H’[H]—[THH[H]EH
t DERMRIGERI= LA
d1GEEI=ILMIE+1
I I

Nétese que en las expresiones donde se utiliza el signo de derivada (9) o la
funcion DERIV, el signo igual se preserva en la ecuacion, pero no en los casos
donde la funcién DERVX fue utilizada. En estos casos, la ecuacién fue re-
escrita con todos sus términos pasados al lado izquierdo del signo igual. Asi
mismo, el signo igual se remueve en estos casos, pero queda sobre-entendido
que la expresion resultante es igual a cero.

Derivadas implicitas
Es posible calcular derivadas implicitas en casos como el siguiente:

|o

[Kl:t- :,2=|: 1+t :,]2] Bt tnd i 2= L+ £ Tdd 4]

o

t

EDIT | CURE
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Aplicaciones de las derivadas
Las derivadas se pueden utilizar para analizar los graficos de funciones y para

optimizar las funciones de una variable (es decir, encontrar méximos y
minimos). Algunas aplicaciones de las derivadas se muestran a continuacién:

Analizando las graficas de las funciones
En el capitulo 11 presentamos algunas funciones que estan disponibles en la

pantalla gréfica para analizar gréficos de las funciones de la forma y = f(x).
Estas funciones incluyen (X,Y) y TRACE para determinar puntos en el gréfico,
asi como funciones en el mend ZOOM y FCN. Las funciones en el meng
ZOOM permiten que el usuario enfoque dentro de un gréfico para analizarlo
més detalladamente. Estas funciones se describen en detalle en el capitulo 12.
Dentro de las funciones del mend de FCN, podemos utilizar las funciones
SLOPE, EXTR, F ', y TANL para determinar la pendiente de una tangente al
grdfico, los valores extremos (minimos y méximos) de la funcién, para trazar la
derivada, y para encontrar la ecuacién de la linea de la tangente,
respectivamente.

Ejecutese el siguiente ejemplo para la gréfica de y = tan x:

*  Presiénese (1) 2 , simultdneamente si se usa modo RPN, para acceder
a la pantalla PLOT SETUP.

* Cdambiese la opcién TYPE a FUNCTION, si es necesario, utilizando

* Presiénese I y escribase la ecuacion ‘TAN(X)'.

* Asegurese que la variable independiente es ‘X'.

* Presidnese

*  Presiénese () WN_, simultdneamente si se usa modo RPN, para acceder
a la pantalla PLOT.

* Cd&mbiese el rango HVIEW a -2 a 2, y el rango VVIEW a -5 a 5.

ara graficar la funcién.

para recobrar la pantalla normal.

El diagrama que resulta se presenta a continuacién:
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*  Notense las lineas verticales que representan asintotas. Estas no son
parte del gréfico, sino demuestran puntos donde TAN(X) toma valores
de + « para ciertos valores de X.

* Presidnese #ii)i, y muévase el cursor al punto X: 1.08EQ, Y:
1.86E0. A continuacién, presione (W) &idik
Slope: 4.45010547846 (la pendiente).

*  Presidnese

linea tangente, y traza el gréfico de la misma en la figura. El resultado

El resultado es

Esta operacién produce la ecuacién de la

se muestra a continuacién:

-~
ManLine: ¥=Y.YS010547EHE=H-2. 3343

¢  Presiénese para volver a la pantalla normal de
la calculadora. Notar que la pendiente y la linea tangente requeridas
se listan en la pantalla.

La funcién DOMAIN
La funcién DOMAIN, disponible a través del catalogo de funciones () _ar ),

provee el dominio de definicién de una funcién en la forma de una lista de
numeros y especificaciones. Por ejemplo,
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indica que entre los valores —o y 0, la funcién LN(X) no estd definida (2),
mientras que para el intervalo O a +eo, la funcién estd definida (+). Por ofro
lado,

s DOMAT H“F]

f= P =1+ 17 +m

indica que esta funcién no estd definida entre — y -1, ni entre 1 y +oo. El
dominio de la funcién es, por lo tanto, -1<X<1.

La funcién TABVAL

Esta funcién se puede activar a través del catélogo de funciones o con el sub-
meniy GRAPH en el ment CALC. La funcién TABVAL toma como argumentos
una funcién de la variable del CAS, f(X), y una lista de dos nomeros que
representan un dominio del interés para la funcién f(X). La funcién TABVAL
reproduce los argumentos de entrada més el rango de la funcién que
corresponde al dominio usado como entrada. Por ejemplo,

1
241 5 o

1 z 5
[ = {{'15}{? 25}
s

. THEI'-.-'HL[ -1 5}]

—

1
X*+1

Este resullado indica que el rango de la funcién f(X)=

J_J_}

correspondiente al dominioD ={-1,5}esR = {
26

La funcién SIGNTAB
La funcién SIGNTAB, disponible a través del catélogo de funciones (P _ar ),

proporciona informacién relacionada al signo de una funcién en su dominio.
Por ejemplo, para la funcién TAN(X),
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{—m?—l—a+l?+m

z =

SIGNTAB indica que TAN(x) es negativa entre —1/2 y O, y positiva entre O y 7t
/2. Para este caso, SIGNTAB no provee informacién (2) en los intervalos entre
oy -t /2, y entre +1t /2 y . Por lo tanto, la funcién SIGNTAB, para este
caso, provee informacién solamente en el dominio principal de la funcién

TAN(X), a saber, n /2 <X < +n /2.

Otro ejemplo de aplicacién de SIGNTAB se muestra a continuacién:

: STGHTRE i |
i = =1 + 4w

Para este caso, la funcién es negativa para X<-1 y positiva para X> -1.

La funcién TABVAR

Esta funcién se activa a través del catélogo de funciones o con el sub-meng
GRAPH en el mend CALC. TABVAR utiliza como entrada la funcién f(VX), en la
cual VX es la variable independiente del CAS. La funcién produce lo siguiente,
en modo de RPN:

*  Nivel 3: la funcién f(VX)

* Dos listas, la primera indica la variacién de la funcién (es decir, donde
crece y donde decrece) en términos de la variable independiente VX,
la segunda indica la variacién de la funcién en términos de la variable
dependiente.

*  Un objeto grafico mostrando como se calcula la tabla de variacién de
la funcion.

Ejemplo: Analice la funcién Y = X3-4X%11X+30, usando la funcién TABVAR.
Use lo siguiente, en modo RPN:
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Esto es lo que muestra la calculadora en el nivel 1 del apilado:

1: Gra I'éli: 113 = 35

Fei [P as® 1 100430)

=s(a—az-1)
Fr=:[gu —42x-11
—r i [(BH-11205+17)

[ e S I St o e

Este resultado es un objeto grafico. Para ver el resultado completo, presiénese
@ . la tabla de variacién de la funcién se muestra a continuacién:

ar'?l atl::m;'r téi:- liei
-+ -1 - % + w3

—m1~35¢"2‘ﬂ1~+mF

(4, ¥ I TRACE] EDIT

Presiénese para recobrar la pantalla normal.  Presiénese (@) para
eliminar el dltimo resultado en la pantalla.

Dos listas, correspondiendo a las filas superior e inferior de la matriz gréfica
mostrada anterior, ocupan ahora el nivel 1. Estas listas pueden ser dtiles para
propésitos de programacién. Presiénese (#) para eliminar el tltimo resultado
de la pantalla.

La interpretacion de la tabla de la variacion mostrada anteriormente es la
siguiente: la funcién F(X) crece cuando X pertenece al intervalo (-, -1),
alcanzando un méximo de 36 cuando X = -1. Después, F(X) decrece hasta el
punto X = 11/3, alcanzando un minimo de —400/27. Después de esto, F(X)
crece hasta que X se hace +w. Asi mismo, cuando X = e, F(X) = oo
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Uso de derivadas para calcular puntos extremos
El término "puntos extremos,” es la designacién general para los valores

méximos y minimos de una funcién en un infervalo dado. Puesto que la
derivada de una funcién en un punto dado representa la pendiente de una
linea tangente a la curva en ese punto, los valores de x para los cuales f'(x) = 0
representa los puntos donde el gréfico de la funcién alcanza un méximo o un
minimo. Ademés, el valor de la segunda derivada de la funcién, f"(x), en esos
puntos determina si el punto es un méximo relativo o local [ f'(x)<O ] o un
minimo relativo o local [ f'(x)>0 ]. Estas ideas se ilustran en la figura que se
muestra en la pagina siguiente.

En esa figura nos limitamos a determinar los puntos extremos de la funcién y =
f(x) en el x-intervalo [a,b]. Dentro de este intervalo encontramos dos puntos, x =
Xm Y X = X), donde f'(x)=0. El punto x = x,, donde f"(x)>0, representa un
minimo local, mientras que el punto x = el x)y, donde f"(x)<0, representa un

méximo local. Del gréfico de y = f(x) se observa que el maximo absoluto en el
intervalo [a,b] ocurre en x = a, mientras que el minimo absoluto ocurre en x =

b.
v

Flep) =0 fix,1=0

Pl =0 e, ) =0

! y= i)
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Por ejemplo, para determinar dénde ocurren los puntos criticos de la funcién
'X"3-4*x"2-11*x+30 ', podemos utilizar las expresiones siguientes en modo
de ALG:

T
B_ s W7 "1 13420
CRNSbE e LIERSE bRy
4 s (21 110+ 1]
WP awP | pwrza | SOLYEMSIANST)
2 DERVIF] {}:=¥ x=—1}
(31 100+ 1 =

Encontramos dos puntos criticos, uno en x = 11/3 y uno en x = -1. Para
evaluar la segunda derivada en cada uso del punto:

= LEFRYALFT (S 1 M1 11 T T
2 SOLVEYRIAMSI11) s SUBST|FPPH=12|
{H=13_1 w1 6-%—5
: DERMSIDERMEIFNIMEEF : +HUMAMSIL
(=) 14,

La pantalla anterior muestra que £'(11/3) = 14, de manera que, x = 11/3 es
un minimo relativo. Para x = -1, tenemos el siguiente resultado:

: +HUMIARSIL D 14
: SUBSTIFFP,X=—1) ) )
: +HUMIAMSIL D

Este resultado indica que f'(-1) = -14, asi que, x = -1 es un maximo relativo.
Evaltese la funcién en esos puntos para verificar eso de hecho f(-1) > f(11/3).

11

: st sUBST|F x=1L |

-14.214231421
:+HUMCSUBSTIF H=—11
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Derivadas de orden superior
Las derivadas de orden superior pueden calculares al aplicar una funcién de

derivacién varias veces, por ejemplo,

af_o

: m[mm-smmn]
COSIHI+ COS I+ =S TH

salsalants

IF+ +DEL | DEL+|DEL L] IN: =

Antiderivadas e integrales
Una antiderivada de la funcién f(x) es una funcién F(x) tal que f(x) = dF/dx.

Por ejemplo, dado que d(x3) /dx = 3x% una antiderivada de f(x) = 3x2 es la

funcién F(x) = x3 + C, en la cual C es una constante. La antiderivada puede

representarse como una integral indefinida, i.e., Jf(x)dx =F(x)+C, siy
sélo si, f(x) = dF/dx, y C = constante.

Las funciones INT, INTVX, RISCH, SIGMA y SIGMAVX
La calculadora provee las funciones INT, INTVX, RISCH, SIGMA y SIGMAVX

para calcular antiderivadas. Las funciones INT, RISCH, y SIGMA operan con
funciones de cualquier variable, mientras que las funciones INTVX y SIGMAVX
utilizan funciones de la variable CAS VX (usualmente, ‘X’). Las funciones INT y
RISCH requieren, por lo tanto, no solamente la expresién de la funcién a
integrar, sino también el nombre de la variable independiente. La funcién INT
requiere también el valor de x donde se evaluard la integral. las funciones
INTVX y SIGMAVX requieren solamente la expresién de la funcién a integrarse
en términos de la variable VX. La funcién INTVX se localiza en el menu CALC,
las ofras funciones de interés se pueden localiza utilizando el catdlogo de
funciones. Algunos ejemplos en modo ALG se presentan a continuacién:
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3

=11 . 2
: THTYRIAS THIXD ih1schls"s,s) 1712
JT—CR +HAS THIR i
[TnTU4] LAFL [FREVAIRTZCH

[INTYH] LAFL [FREVA[RTECH

P SIGMAYRE=211

! SIGMAC==!, =]

Nétese que las funciones SIGMAVX y SIGMA estén disefiadas a operar en
integrandos que incluyen ciertas funciones de nimeros enteros como la funcién
factorial (!) como se indica en un ejemplo anterior. El resultado representa la
llomada derivada discreta, es decir, una derivada definida para nimeros
enteros solamente.

Integrales definidas
En la integral definida de una funcién, la antiderivada que resulta se evalda en

los limites superior e inferior de un intervalo (a,b), y los valores evaluados se
b

sustraen.  Simbdlicamente esto se indica como: .[f(x)dx =F(b)-F(a),
a

donde f(x) = dF/dx.

La funcién PREVAL(f(x),a,b) del CAS puede simplificar dicho célculo retornando
f(b)-f(a), donde x es la variable VX del CAS.

: FREVAL 30" —x,8,5]
t PREVALCXLNGA,LS)

LHIS

Para calcular integrales definidas la calculadora provee el simbolo integral a
través de la combinacién () __ | (asociado con la tecla (). La manera
més simple de construir un integral consiste en utilizar el escritor de ecuaciones
(el capitulo 2 presenta un ejemplo). Dentro del escritor de ecuaciones, el
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simbolo CP) I produce el signo integral y proporciona las localidades para
los limites de integracién (a,b), para la funcién f(x), y para la variable de la
infegracion x. las siguientes pantallas muestran cémo construir un integral
particular.

El cursor de insercién se localiza primero en el limite inferior de integracion.
Escribase un valor y presiénese la tecla direccional (> para mover el cursor al
limite superior de integracién.  Escribase otro valor y presiénese (3 otra vez
para mover el cursor a la posicién del integrando. Escribase la expresion del
infegrando, y presiénese (3 una vez més para mover el cursor a la posicién
del diferencial. Escribase la variable de integracién en esta posiciéon. Después
de esta accién, la integral esta lista a ser calculada.

EDIT | CUEZ | EIG =] EVAL |FACTO EDIT | CURE | EIG =] EVAL |FACTO

Presiénese para pasar la integral a la linea de entrada en la pantallg, la
cual mostraré lo siguiente (en la figura se muestra el modo ALG):

':25 55 EAE_].:E:'
JHELF] | | |

Este es el formato general para la integral definida cuando se escribe
directamente en la pantalla, es decir,

[ (limite inferior, limite superior, integrando, variable de integracién)

Al presionar se evaluard la integral en la pantalla:
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la integral se puede evaluar también en el escritor de ecuaciones, al
seleccionar la expresién completa y presionar la tecla de meng

Evaluacién de derivadas e integrales paso a paso
Cuando se selecciona la opcién Step/Step en la pantalla CAS MODES (ver el

capitulo 1), la evaluacién de derivadas e integrales se mostrard paso a paso.
Por ejemplo, la evaluacién de una derivada en el escritor de ecuaciones se
muestra a continuacién:

EDIT | CURE | EIG i T EDIT | CURE

EDIT | CURS | EIG =] EVAL |[FACTO EDIT | CURS | EIG =] EVAL |[FACTO

Nétese el uso de la regla de la cadena en el primer paso, dejando el derivado
de la funcién bajo la derivada explicita en el numerador. En el segundo paso,
se racionaliza (se elimina la raiz cuadrada del denominador), y se simplifica la
fraccion que resulta. La version final se muestra en el tercer paso. Cada paso se
, hasta que se alcance el punto en

ejecuta al presionar la tecla de menu
que ya no se producen més cambios en la expresién al presionar esa tecla.

El ejemplo siguiente muestra la evaluacién de una integral definida en el
escritor de ecuaciones, paso a paso:
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52+1

Egquatre oot

J52+1

TEXT oK
sd+1

Fational fraction

?aé ional fraction

TERT [T

| CUFRS | EIG m] EVAL [FRETO]

Noétese que el proceso paso a paso proporciona informacién sobre los pasos
infermedios seguidos por el CAS para evaluar esta integral. Primero, el CAS
identifica la integral de una raiz cuadrada, después, una fraccién racional, y
una segunda expresién racional, hasta obtener el resultado final. Nétese que
estos pasos son entendidos por la calculadora, aunque no se provee suficiente
informacién al usuario sobre los pasos individuales.

Integracién de una ecuacién
La integracién de una ecuacién es simple: la calculadora integra ambos lados

de la ecuacién simultédneamente, es decir,
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Técnicas de integracién
Varias técnicas de integracién se pueden implementar en la calculadora, como

se muestra en los ejemplos siguientes.

Sustitucion o cambio de variable

. V2 X -
Supéngase que se desea calcular la integral I ————dx . Si utilizamos el
0 ll_x2

célculo paso a paso en el escritor de ecuaciones, la siguiente es la secuencia
de sustituciones de las variables:

=

[2
== -1
IEt[u'*Fiu}] with u=

-1

EDIT | CUEZ | EIG =] EVAL |FACTO

Este segundo paso demuestra la sustitucion apropiada a utilizarse, u = x%1.
J_Lxd_l = IntLu™*F 72T with u=
Int[u'#Fcud] with u= -1

=] i ware oot
= —x
SI_‘:L.'-"E"'Eh root ational fraction
—x
TEHT ik

gatianal fraction

Fational fraction
1

E—KE

H 205,

| CUES | BTG m] EVAL [FACTO]

Los cuatro pasos anteriores muestran la progresiéon de la solucién: una raiz
cuadrada, seguida por una fraccién, una segunda fraccién, y el resultado final.
Este resultado puede ser simplificado usando la funcién resultando en:
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Integracién por partes y diferenciales
El diferencial de una funcién y = f(x), se define como dy = f'(x) dx, en la cual

f'(x) es la derivada de f(x). Los diferenciales se utilizan para representar
incrementos infinitesimales en las variables. El diferencial de un producto de
dos funciones, y = u(x)v(x), se calcula usando dy = u(x)dv(x) +du(x)v(x), o,
simplemente, d(uv) = udv + vdu. De manera que la integral de udv = d(uv) -

vdu se escribe como Iudv = J-d(uv) — Ivdu . Dado que, por definicién, [dy

=y, la expresién anterior se escribe como Iudv =uy— Ivdu .

Esta formulacién, conocida como integracién por partes, se puede utilizar para
encontrar un integral si dv es facilmente integrable. Por ejemplo, la infegral

Ixe*dx puede calculares por partes si se toma u = x, dv = e*dx, dado que, v =

X

e*. Con du = dx, la integral se convierte en [xeXdx = Judv = uv - Idu = xe* -

leXdx = xe* - e,

La calculadora proporciona la funcién IBP, bajo menid CALC/DERIV&INTG, que
toma como argumentos la funcién original a integrar, a saber, u(X)*v'(X), y la
funcién v(X), y produce los resultados u(X)*v(X) y - v(X)*u'(X). Es decir la
funcién IBP produce los dos términos del lado derecho en la integracion por
partes. Para el ejemplo usado anteriormente, podemos escribir, en modo de

AlLG:

: IEF‘[H'EH,EH]

{ # #
e —e
INTYH] LAFL [FREVAIRIECH]
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De esta forma, podemos utilizar la funcién IBP para obtener las componentes
de una integracién por partes. El paso siguiente tendré que ser realizado por
separado.

Es importante mencionar que la integral puede ser calculada directamente
usando, por ejemplo,

2 THTY e

LAFL [FREYAIRIZCH|ZIGHA

Integracién por fracciones parciales
La funcién PARTFRAC, presentada en el capitulo 5, provee la descomposicién

de una fraccién en fracciones parciales. Esta técnica es dtil para reducir una
fraccién complicada en una suma de las fracciones simples que puedan

inftegrarse  término  a  término. Por  ejemplo, para  integrar
X°+5 » .
I - ; dX podemos descomponer la fraccién en sus fracciones
X" +2X°+X
componentes parciales, como sigue:
' 5 ' :FRRETFRAC] ——5—5
 PRARTFRAC| — e l“ij'“s*“mJ 4 iz
o2 4N TR R R e
oy 18, 4 L 13 IS £ .
T e e ST SN e

La integracién directa produce el mismo resultado, con una cierta conmutacién
de los términos (modo Rigorous seleccionado para CAS - véase el capitulo 2):

TSI
-HE-E-H*--%-:I.D-LI'H:IHI:H-
5

=II'|T'.'H[%]
wleamen
-2 L TR - (L DL I -2

y
n+l

+12LN00

==l
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Integrales impropias
Estas son infegrales con limites infinitos de integracién. Tipicamente, par
calcular una integral impropia se calcula un limite al infinito, por ejemplo

dx .. cedx
— = lim —
1 X £—00 J] X
Usando la calculadora, procedemos de la forma siguiente:

N )

= :lim(AMSI1N
£-1 £

Alternativamente, usted puede evaluar la integral al infinito directamente, es
decir,

Integracién incluyendo unidades de medida
Una integral se puede calcular con las unidades incorporadas en los limites de

la integracién, como en el ejemplo siguiente que utiliza el modo ALG, con el
CAS fijado a modo Aprox. La figura de la izquierda muestra la integral escrita
en la linea de entrada antes de presionar @) . La figura de la derecha
muestra el resultado después de presionar @) .

1_mm .
: W dx

E_mam
CE iy 1_mmy ™2y « 333333333333 _mm
I I

(k]
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Si usted incorpora el integral con el CAS fijo en modo Exact, se le solicitaré
cambiar al modo Aprox, sin embargo, los limites de la integral se mostraran en
un formato diferente como se muestra a continuacién:

1.1 _mm 5
: dx

®
Bl _pam

» FIIIIIIIIIIZ_mm

Estos limites representan 1x1_mm y Ox1_mm, que es lo mismo que 1_mm y
O_mm, como se mostrd previamente. Manténgase alerta de los diversos
formatos en la salida dependiendo del modo de operacién.

Algunas notas en el uso de unidades en los limites de integraciones:
1 - Las unidades del limite inferior de infegracién serén las que se usen en el
resultado final, segun lo ilustrado en los dos ejemplos siguientes:

1_m 3 1_min 5
: =" "ds : 7" dt

1 _mm 1_=

2SHEAREREEEE . _mmn ?1999.666666?_53
| I | | [ 4 | h JHin]| = | Hz |

2 - Las unidades del limite superior deben ser consistentes con las unidades del
limite inferior. Si no, la calculadora no evalta la integral, por ejemplo:

[l_ur

ot dr
Cloma lograr 2.2 1_m
| ur | 4 | h [Hin| = | Hz | | ur | d | b [nHin| = | Hz |

3 - El infegrando puede tener unidades también. Por ejemplo:

1.
=J il _=dx
A

) . S_ﬁ

Pégina 13-25



4 - Si los limites de la integracién y el integrando tienen unidades, las
unidades que resultan se combinan segun las reglas de la integracién. Por
ejemplo:

‘2_9 16_=

[w-1_5]2' i

Series infinitas

Una serie infinita se escribe como Zh(n)(x—a)”. la serie infinita
n=0,1

comienza tipicamente con indices n = 0 o n = 1. Cada término en la serie
tiene un coeficiente h(n) que dependa del indice n.

Series de Taylor y de Maclaurin
Una funcién f(x) se puede expandir en una serie infinita alrededor de un punto

x=xq usando una serie de Taylor, es decir,

w (0
=3 sy

en la cual fM(x) representa la n-sima derivada de f(x) con respecto a x, y #9(x)
=f(x). Sixg =0, la serie se denomina una serie de Maclaurin, es decir,

w (0
f(x)= Z—f n'(O) -x"

Polinomio y residuo de Taylor
En la practica, no podemos evaluar todos los términos en una serie infinita, en

su lugar, aproximamos la serie por un polinomio de orden k, P\(x), y estimamos

el orden de una residuo, Ry(x), tal que
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) - )
f(x)=zf n('xo).(x_xo)“rzf n('xo).(x_xo)n

n=k+1

es decir, () =P (x)+ R, (x).
El polinomio Py(x) se denomina polinomio de Taylor’s. El orden del residuo se
estima en términos de una cantidad pequefia h = xxq, es decir, se evalta el

polinomio en un valor de x muy cercano a xq. El residuo se define por

(k+1)
Rk (.X') — f (g) . hk+1
k!
en la cual & es un nimero cercano a x = xg. Dado que & es desconocido en la

mayoria de los casos, en vez de proveer un estimado del residuo, se provee un
estimado del orden de magnitud del residuo en términos de h, es decir, se dice

que Ry(x) representa un orden de h™*!, 6 R = O(h**). Si h es una cantidad

hk+1

pequefa, digamos, h<<1, entonces es tipicamente mucho més pequefio,

es decir, hk*l<chk<c << h << 1. Por lo tanfo, para x cercano a  xg,

mientras mds elementos en el polinomio de Taylor, menor serd el orden de
magnitud del residuo.

Las funciones TAYLR, TAYLRO, y SERIES
Las funciones TAYLR, TAYLRO, y SERIES se utilizan para generar polinomios de

Taylor, asi como series Taylor con residuos.  Estas funciones se encuentran

disponibles en el ment CALC/LIMITS&SERIES descrito anteriormente.

La funcién TAYLORO produce una serie de Maclaurin, es decir, alrededor de X
= 0, de une expresién de la variable CAS VX (usualmente ‘X’). La expansién
utiliza una potencia relativa del 4to orden, es decir, la diferencia entre las
mdxima y minima potencias en la expansién es 4. Por ejemplo,

:TH?LPRB.f[;E}i] 5 1.2 :THH"LDEEIISIIHIH]% { =
A SN Togh tg o e

SERIEITAYLOITAYLE] CALC
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La funcién TAYLR produce una serie de Taylor de una funcién f(x) de cualquier
variable x alrededor del punto x = a de orden k especificado por el usuario. La
funcién sigue el formato TAYLR(f(x-a),x,k). Por ejemplo,

. -I -
.TH?LEI[SI:[S 12]:?'5! . :TIHH"LE[SEt 4.5 s
Tog s tEas YEs 1 iEpet tmget Yot

SERIEITAYLOITAYLE| CALC LiH |*ERIE|TAYLO|TAYLE| CALC

La funcién SERIES produce un polinomio de Taylor utilizando como argumentos
la funcién f(x) a expandirse, el nombre de una variable solamente (para series
de Maclaurin) o una expresién de la forma ‘variable = valor’ que indica el
punto de expansién de una serie de Taylor, y el orden de la serie a producirse.
La funcién SERIES produce dos resultados, una lista de cuatro elementos, y una
expresion de la forma h = x - g, si el segundo argumento de la funcién es ‘x=a’,
es decir, una expresion del incremento h. La lista en el primer resultado incluye
los siguientes elementos:

1 - El limite bi-direccional de la funcién en el punto de expansién, lim f(x)
xX—a

- El valor equivalente de la funcién cerca del valor x = a
- La expresién del polinomio de Taylor

AN

- El orden del residuo del polinomio de Taylor

Debido a la cantidad de resultados, esta funcién se puede observar mas
facilmente en el modo RPN.  Por ejemplo, la figure siguiente muestra la
pantalla RPN antes y después de utilizar la funcién SERIES:

==
' {Limit:l Equiw:l Expk

=T
b= =

SERIEITAYLOITAYLE] CALC

Elimine el contenido del nivel 1 de la pantalla al presionar la tecla (@), y
presione la tecla (640, para descomponer la lista. Los resultados se muestran a
continuacion:
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F* Expans —?_Ela-h6+ 214 b
1: o nsi '—ls720ERE4
Remsin:ln’|  [1o2G3N 4+-1 4R B

En la figura de la derecha se ha utilizado el editor de linea para visualizar la
expansién en defalle.
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Capitulo 14
Aplicaciones en el Calculo Multivariado

El célculo multivariado se aplica a funciones de dos o més variables. En este
Capitulo se discuten los conceptos bésicos conceptos del célculo multivariado:
derivadas parciales e integrales maltiples.

Funciones de maultiple variables

Una funcién de dos o més variables puede definirse en la calculadora usando
la funcién DEFINE (=02 ). Para ilustrar el concepto de la derivada parcial,
definiremos un par de funciones de mdltiple variables, f(x,y) = x cos(y), y

glx,y,z) = (x2+y2)1/25in(z), como se muestra a continuacion:

d DEFIHE['F[::{,'=|1=}=:-EEIS[H]']
HOVA

oere s

Estas funciones pueden evaluarse como se evaltan otras funciones en la
calculadora, por ejemplo,

Es posible graficar funciones bi-dimensionales utilizando las funciones gréficas
Fast3D, Wireframe, Ps-Contour, Y-Slice, Gridmap, y Pr-Surface que se describen
en el Capitulo 12.

Derivadas parciales
Considérese la funcion de dos variables z = f(x, y), la derivada parcial de la

funcién con respecto a x se define por el limite
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¥ Serhy) - ()
dx  h>0 h

Similarmente,

o _p Syt = f(xy)
ay k—0 k

Utilizaremos las funciones multi-variadas definidas anteriormente para calcular

derivadas parciales usando estas definiciones. A continuacién se muestran las
derivadas de f(x, y) con respecto a x y a 'y, respectivamente:

COS0g]
=lim[+‘[x+h,H]—+‘[x,H]] 1 gl L= o)
[t b I 313 k
COSly —[30 S T M)

Nétese que la definicién de la derivada parcial con respecto a x, por ejemplo,
requiere que mantengamos fija la y mientras que tomen el limite como h=>0.
Esto sugiere una manera de calcular rapidamente los derivados parciales de
funciones multi-variadas: Gsense las reglas de las derivadas ordinarias con
respecto a la variable de interés, mientras se consideran las demas variables
como constantes. Por ejemplo,

- (xeos() = cos(y), 5 (scos(y) =-xsin(y)

’

que es el mismo resultado encontrado con los limites calculados anteriormente.
Considérese otro ejemplo,

i(yx2 +y2)=2yx+0 =2xy
ox

En este cdlculo tratamos a la y como constante y tomamos los derivados de la
expresién con respecto a x.

De manera similar, uno puede utilizar las funciones de derivadas de la
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calculadora: DERVX, DERIV, 0, descritas en el Capitulo 13 de esta Guia, para
calcular derivadas parciales (DERVX utiliza la variable CAS VX, usualmente,
‘X'). Algunos ejemplos de derivadas parciales del primer orden se muestran a
continuacién. Las funciones utilizadas en los primeros dos ejemplos son f(x,y) =

SIN(y), y glxy,2) = (x2+y?)/sin(z).

e

H ﬁ[{“[}:,g]] . =S INI]
COSy : ag[g[x,u,z]]
2 =20 ) —=8_ =THiz)

Ay |
=S THy 2 ::{2+ =

: DER'-.-'H[H-?E—?E]
:DERI '-.-'[E-t E—Et .t ]

: DER'-.-'H[H STHC 1]
DSA+ T s+ S THEA+Y st —-e
mmmmmmzm [FOUFRI]

Derivadas de orden superior
Las siguientes derivadas de segundo orden pueden ser definidas:

' _ (af] f_9(of
ox>  ox\ox dy’ ay dy )

o f :i(aij of _ 9
dyox dylox ) oxdy ox|dy

las dos oltimas expresiones representan derivadas mixtas, las derivadas
parciales en el denominador muestran el orden de la derivacién. En el lado
izquierdo, la derivacién estd tomada primero con respecto a x y después con
respecto a y, mientras que en el lado derecho, sucede lo contrario. Es
importante indicar que, si una funcién es continua y diferenciable, enfonces
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9> f _ °f
dydx  dxdy

Derivadas de 6rdenes 3, 4, y mayor, se definen de manera similar.

Para calcular derivadas de un orden superior en la calculadora, repitase
simplemente la derivada tantas veces tan necesarias. Algunos ejemplos se
demuestran a continuacién:

t <2 2k ] e

: ﬁ[ﬁ[ﬂx,gn] : a—z[a—‘?{[ﬁx,u]]]
s—C0Siy —S M)
LERTULER Y] BI% FHOFT LERTULER Y] DI JFOUFT]

La reglcl de la cadena para derivadas parciales
Considérese la funcién z = f(x, y), tal que x = x(), y = y(t). La funcién z

representa realmente una funcién compuesta de t si la escribimos como z =
fix(t), y(t) ]. La regla de la cadena para la derivada dz/dt para este caso se
escribe como

o= e ox 0z iy
dv oOx dv dy ov

Para ver la expresion que la calculadora produce para esta aplicacién de la
regla de la cadena utilicese:

: ﬁizi:{it],gitm
Tt 2zt 1 it D+d 1 st

El resultado es d1y(t)xd2z(x(1), y(t))+d1x(t)xd1z(x(y), y(1)). El término d1y(t)
debe ser interpretado como "la derivada del y(t) con respecto a la 1ra variable
independiente, es decir, 1", o d1y(t) = dy/dt. De manera similar, d1x() = dx/
dt. Por otra parte, d1z(x(1), y(t)) significa “la primera derivada de z(x, y) con
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respecto a la primera variable independiente, es decir, x", o d1z(x(1), y(1)) = z/
x. Asi mismo, d2z(x(t), y(t)) = z/y. Por lo tanto, la expresién anterior debe ser
interpretada como:

dz/dt = (dy/dt)-(9z/dy) + (dx/dt)- (9z/0x).

El diferencial total de una funcién z = z(x,y)
De la ecuacién pasada, si nos multiplicamos por despegue, conseguimos el

diferencial total de la funcién z = z(x, y), es decir, dz = (dz/9x)-dx + (9z/
dy)-dy.

Una versién diferente de la regla de la cadena se aplica al caso en el cual z =
f(x, y), x = x(u, v), y = y(y, v), tal que z = f[x(y, v), y(y, v) ]. Las férmulas
siguientes representan la regla de la cadena para esta situacién:

Oz _9dz ox dz dy  0dz_0z ox oz oy
du Ox du Jdy Ou dv ox dv dy dv

Determinacién de exiremos en funciones de dos variables

Para que la funcién z =f(x, y) tenga un punto extremo en (x,, y,), sus derivadas
of/ax y of/dy deben ser iguales a cero en ese punto. Estas son condiciones
necesarias. Las condiciones suficientes para que la funcién tenga un extremo

en el punto (x,,yo) son of/ax = 0, af/dy = 0, y A = (0%1/0x?)- (9%/9y?)-[9*/
axdy]% > 0. El punto (x.,y,) es un méximo relativo si 92f/9x2 < 0, o un minimo

relativo si 9%/9x2> 0. El valor A se conoce como el discriminante.

Si A = (0%/0x%) (9%/9y?)[0%/0xdy]? < O, tenemos una condicién conocida
como punto de la montura, donde la funcién alcanza un méximo en x si
mantenemos y constante, mientras que, al mismo tiempo, alcanza un minimo x
se mantiene constante, o viceversa.

Ejemplo 1 - Determinense los puntos extremos (si existen) de la funcién, #(X,Y) =
X3-3X-Y2+5. Primero, definimos la funcién, f(X,Y), y sus derivadas, fX(X,Y) = of/
oX, tY(X,Y) = of/9Y. Resolviendo simulténeamente las ecuaciones fX(X,Y) = 0 y
fY(X,Y) = 0, resulta en:
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an i

perznel Fex,vozn?-2m-12ss'] 3 i
H 1 = - + -
HOYA T CFOHL Y IIRFY
s ro ik F Y -idy
A 2 r ZOLVECCFY FYIICH van
- LCH=1 ¥=01 CH=-1 ¥=01

Encontramos puntos criticos en (X,Y) = (1.0), y (X,Y) = (-1.0). Para calcular el

discriminante, procedemos a calcular las segundas derivadas, fXX(X,Y) = 9%/
X2, IXY(X,Y) = 9%/0X/9Y, y FYY(X,Y) = 9%/aY2.

CeULYELLT A& F T 'LA 1TI°T . 'alll TRLLTT T IFTT +
4 LCH=1 ¥=01 Ci=-1 Y=01 -2
:E(RELUFHIJ“FHH =—3EREL('FH':IZIFFH'|'
ar
s kN d
ey CRCLCF Y IRFYY =FHH-F'|"|'-FH'|'EHI

ay

El resultado dltimo indica que es el discriminante A = -12X, asi que, para (X,Y)
= (1.0), A < O (punto de montura), y para (X,Y) = (-1.0), A>0 y 9*/9X2<0
(méximo relativo). Lla figura siguiente, producida en la calculadora, y
modificada en un ordenador, ilustra la existencia de estos dos puntos:

Uso de la funcién HESS para analizar valores extremos
La funcién HESS puede ser utilizada para analizar valores extremos de una

funcién de dos variables segin se muestra a continuacién. La funcién HESS, en
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general, foma como argumentos una funcién de las variables independientes
O(xq, X9, ...,Xq), y un vector de las funciones ['x7" x5"..."x,']. La funcién HESS

produce la matriz Hessiana de la funcion ¢, definida como la matriz H = [hy] =

[82¢/axi8xi], el gradiente de la funcién con respecto a las n-variables, grad f
= [ 90/0xq, 90/dxq , ... 30/dx,], y la lista de variables ['x7" ‘x5"..."x,'].

La funcién HESS es mas facil de visualizar en el modo RPN. Considérese como

ejemplo la funcién f(X, Y, Z) = X2 + XY + XZ, aplicaremos la funcién HESS a la
funcién ¢ en el ejemplo siguiente. Las pantallas muestra la pantalla RPN antes y
después de aplicar la funcién HESS.

SHH
=H 211
168a
= 166
SRSt [+ +E % 5]
1 ik da | [H Y 2

Cuando se aplica HESS a una funcién de dos variables, el gradiente en el nivel
2, cuando se iguala a cero, representa las ecuaciones para los puntos criticos,
es decir, d0/dx; = O, mientras que la matriz en el nivel 3 representa las
segundas derivadas. Por lo tanto, los resultados de la funcién de HESS se
pueden utilizar para analizar extrema en funciones de dos variables. Por
ejemplo, para la funcién f(X, Y) = X3-3XY2+5, procédase de la forma siguiente
en modo RPN:

XA3-3*XYA2457 XY Escribir funcién y variables

HESS Aplicar la funcién HESS
SOLVE Encontrar los puntos criticos
Descomponer el vector

s1’ 's2' Almacenar puntos criticos

Las variables s1 y s2, a este punto, contienen los vectores [ ' X=-1', 'y=0]y [
X=1', 'y=0 ], respectivamente. La matriz Hessiana estard en el nivel 1 a este
punto.
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Almacenar matriz Hessiana
# SUBST () =num Sustituir s1 en H

‘H’ (Gsto

VAR

La matriz resultante A contiene los elementos aqq = 920/9X2 = -6., ayy = 920/
X2 = 2, yajp=ag = 920/9XaY = 0. El discriminante para este punto
critico, s1(-1,0), es A = (9%/9x2)- (9%/9y?)-[0%/9xdy]? = (-6.)(2) = 12.0 > 0.

Dado que 9%0/9X? <0, el punto s1 representa un maximo relativo.

A continuacién, sustituimos el segundo punto, s2, en H:

i SUBST (P ) =wum Substituir s2 en H

VAR

La matriz resultante A contiene los elementos a17 = 920/9X2 = 6., agy = 924/
X2 = 2, yajp=ap = 920/9XY = 0. El discriminante para este punto

critico, s2(1,0) es A = (9%/9x%)- (9%/0y?)-[9%/xdy]? = (6.)(2.) = -12.0 < 0,
indicando un punto.

Integrales maltiples

. e . . b . .
La interpretacién fisica de la integral simple, J‘f(x)dx, es el area bajo la
a

curva y = f(x) y las abcisas x = ay x = b. La generalizacién a tres dimensiones
de la integral simple es la doble integral de la funcién f(x,y) sobre una regién R
en el plano x-y representando el volumen del sélido contenido bajo la
superficie f(x,y) encima de la regién R.  La regién R puede describirse como R
= {a<x<b, f(x)<y<g(x)}, o como R = {c<y<d, r(y)<x<s(y)}. La integral doble
correspondiente se puede escribir como sigue:

f(x)

[loceyaa= [ [*" o0 vdvas = [ [o0x, vy

La evaluacién de una integral doble en la calculadora es relativamente simple.
Una integral doble puede escribirse en el escritor de ecuaciones (véase el
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ejemplo en el Capitulo 2), como se muestra a continuacién. Esta integral doble
puede calculares directamente en el escritor de ecuaciones al seleccionar la
El resultado es 3/2. Es posible
también calcular la integral paso a paso al seleccionar la opcién Step/Step en
la pantalla CAS MODES.

expresion completa y utilizar la funcién £

2
¥
J i gy dx4
1

z z
Fational fraction
2 ational fraction

TERT [T

EDIT | CURE

EDIT | CURE

El Jacobiano de una transformacién de coordenadas
Considérese la transformacién de coordenadas x = x(y,v), y = y(y,v). El

Jacobiano de esta transformacién se define como:

o o

_ _ du ov

| J |=det(J) = det a_y a_y
Ju dv

Cuando se calcula una integral doble utilizando esta transformacion, la
expresion a utilizar es J.J.¢(x, v)dydx = ”¢[x(u,v),y(u,v)] | J | dudv, en
R R'

la cual R’ es la regién R expresada en términos de las coordenadas (u,v).
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Integral doble en coordenadas polares
Para transformar de coordenadas polares a cartesianas utilizamos x(r,8) = r cos

0, y y(r, 8) = r sin 6. Por lo tanto, el Jacobiano de la transformacién es

ox ox
] o 96| _|cos(@) —r-sin(d)
= = = }"
dy  dy| [sin(@) r-cos(6)
or d6

Con este resultado, las integrales en coordenadas polares se escriben como
B g(6)
l J(b(r,@)dA = L Jj(g)(b(r,@)rdrd@

en la cual la regién R’ en coordenadas polares es R = {o. < 8 < B, f(6) < r <

9(6)}-
Llos integrales dobles en coordenadas polares se pueden escribir en la
caleuladora, cerciordndose de que el Jacobiano |J| = r se incluye en el

infegrando.  El siguiente es un ejemplo de una integral doble calculada en
coordenadas polares, paso a paso:

s
ational fraction

H:-dr da

z2
BSIHIA]
-
Llnear'lézlng
BSTHIA]
TEXT

EDIT | CURE [ BTG m] EVAL [FACTO] SIHF
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Capitulo 15
Aplicaciones en Andlisis Vectorial

En este capitulo presentamos un nimero de funciones del ment CALC que se
apliquen al andlisis de los campos escalares y vectoriales. El mend CALC fue
presentado detalladamente en el capitulo 13. En el ment DERIV&INTEG
identificamos un nimero de funciones que tienen usos en el andlisis vectorial, a
saber, CURL, DIV, HESS, LAPL. Para los ejercicios en este capitulo, cambie su
medida angular a radianes.

Definiciones
Una funcién definida en una regién del espacio tal como ¢(x, y, z) se conoce

como campo escalar, ejemplos: temperatura, densidad, y voltaje cerca de una
carga. Si la funcién es definida por un vector, es decir, F(x, y, z) = f(x, vy,
z)i+g(x, y, z)j+h(x, y, z)k, se conoce como un campo vectorial.

El operador que se muestra a continuacién, llamado el operador ‘del’ o
‘nabla’, es un operador vectorial que puede aplicarse a una funcién escalar o
vectorial:

V=i ey 2 ek ]
ox dy oz
Cuando este operador se aplica a una funcién escalar se obtiene el gradiente
de la funcién, y cuando se aplica a una funcién vectorial se puede obtener la
divergencia y el rotacional (curl) de la funcién. La combinacién del gradiente y
la divergencia producen el Laplaciano de una funcién escalar.

Gradiente y derivada direccional
El gradiente de una funcién escalar ¢(x,y,z) es la funcién vectorial definida
como

. dp . 09 ¢
do=Vo=i —+ i —+k —=
grad@ Q=i 8x+j 8y+ >

El producto punto del gradiente de una funcién con un vector unitario dado
representa el indice del cambio de la funcién a lo largo de ese vector
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particular.  Este indice del cambio se conoce como la derivada direccional de
la funcién, Dyd(x,y,z) = ueVo.

En cualquier punto particular, el indice del cambio méximo de la funcién ocurre
en la direccién del gradiente, es decir, a lo largo de un vector unitario, u =

Vo/|Vol.

El valor de esta derivada direccional es igual a la magnitud del gradiente en
cualquier punto D, qy0(x,y,z) = Vo oVo/ | V| = | Vo |

La ecuacién 6(x,y,z) = O representa una superficie en el espacio. Resulta que el
gradiente de la funcién en cualquier punto en esta superficie es normal a la
superficie. Asi, la ecuacién de una tangente plana a la curva en ese punto
puede ser encontrada usando la técnica presentada en el capitulo 9.

La manera més simple de obtener el gradiente estd4 usando la funcién DERIV,
disponible en el ment del CALC, es decir,

EI:-:I?I'-HH’“E+E*'1’““E, Cis
e T O P =

Un programa para calcular el gradiente
El programa siguiente, que usted puede almacenar en la variable GRADIENTE,

utiliza la funcién DERIV para calcular el gradiente de una funcién escalar de X,
Y, Z, solamente. El programa no operard en otras variables de base. Si usted
trabaja con frecuencia en el sistema (X, Y, Z), sin embargo, esta funcién
facilitara el céleulo del gradiente:

<< X Y Z 3 >ARRY DERI >>

Escriba el programa en modo RPN. Después de cambiar al modo de ALG,
usted puede ejecutar la funcién GRADIENT como en el ejemplo siguiente:

; GREADIEMT Cam2+y~2+2™
L2k, 2%, 258 ]
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Utilizando la funcién HESS para obtener el gradiente
La funcién HESS puede utilizarse para obtener el gradiente de una funcién. La

funcion HESS toma como argumentos una funcion de n  variables
independientes, 0(x7, xg, ...,X,), y un vector de las variables ['xq" ‘x5"..."x,"].
La funcién HESS produce la matriz Hessiana de la funcion ¢, H = [h;] = [0¢/
axjoxj], el gradiente de la funcion con respecto a las n variables, grad f = [
90/9x7 90/Ixy ... 0/9x,], y la lista de variables ['x1’, ‘x9’,.../x,]. Esta
funcién se visualiza mejor en el modo RPN.  Témese como ejemplo la funcién
o(X,Y,Z) = X2 + XY + XZ. la aplicacién de la funcién HESS produce el

resultado siguiente (La figura muestra la pantalla antes y después de aplicar la
funcién HESS en modo RPN):

5
=H 211
168G
: = 1Ba
TRV he S - T [+ +Z ¥
1: Ly 21 [: %Y 7

El gradiente que resulta es [2X+Y+Z, X, X].  Alternativamente, uno puede
utilizar la funcién DERIV como sigue: DERIV(X*2+X*Y+X*Z,[X,Y,Z]), para
obtener el mismo resultado.

Potencial de un gradiente

Dado el campo vectorial F(x,y,z) = f(x,y,z)i+g(x,y,z)j+h(x,y,z)k, si existe la
funcién o(x,y,z), tal que f = 90/0x, g = d9/dy, h = 0/dz, entonces d(x,y,z) se
conoce como la funcién potencial para el campo vectorial F. Resulta que F =
grad ¢ = Vo.

la calculadora proporciona la funcién POTENTIAL, disponible a través del
catélogo de funciones ((P)_ar ), para calcular la funcién potencial de un
campo vectorial, si ésta existe. Por ejemplo, si F(x,y,z) = xi + yj + zk, al
aplicar la funcién POTENTIAL se encuentra que:

=F'IIITEHTIFIL[[:~<E =1,y =
ST, S6 | SRiz)
2 2 2
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Dado que la funcién SQ(x) representa x2, esto resulta indica que la funcién
potencial para el campo vectorial F(x,y,z) = xi + yj + zk, es ¢(xy,z) =

(x2+y2+22)/2.

Note que las condiciones para la existencia de 0(x,y,z), a saber, f = 9¢/9x, g =
90/9dy, h = 90/9z, ser equivalente a las condiciones: of/dy = dg/dx, of/9z =
oh/dx, dg/dz = oh/dy. Estas condiciones proporcionan una manera répida de
determinarse si el campo del vector tiene una funcién potencial asociada. Si
una de las condiciones of/dy = dg/dx, df/dz = oh/dx, dg/dz = dh/dy, no se
cumple, no existe la funcién potencial ¢(x,y,z). En tal caso, la funcién
POTENTIAL produce un mensaje indicando un error.  Por ejemplo, el campo
vectorial F(x,y,z) = (x+y)i + (xy+z)j + xzk, no tiene una funcién potencial
asociada, dado que 9f/dz # doh/9dx. La respuesta de la calculadora en este
caso se muestra a continuacién:

gh FOTEMTIAL
EFEDE; ument
POTEHT IALILA+Y H=Y+2 EE '-.-'glue =

e
OTEMTIAL YL LA+ s ="+ : —l 7 b
#¥21a[Ra a1 "Bad Argument Yalus"
[SRIF+ +IEL | DEL+|DEL L] [SRIF+ +HOEL | DEL+[DEL L]
Divergencia
la divergencia de una funcién vectorial, F(xy,z) = f(x,y,z)i +g(xy,z)j

+h(x,y,z)k, es definida tomando un "producto punto" del operador del con la
funcion, es decir,
af ag oh

divE =V e F =
ax ay az

La funcién DIV se puede utilizar para calcular la divergencia de un campo
vectorial. Por ejemplo, para F(X,Y,Z) = XY, X2+Y2+Z2YZ], la divergencia se
calcula, en modo ALG, como sigue:

DI'-."[[H'T'H +"|'l +2 "|"2] [+
Sy
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Laplaciano
Lla divergencia del gradiente de una funcién escalar produce a operador

llamado el operador Laplaciano. Asi, el Laplaciano de una funcién escalar
d(x,y,z) resulta ser

29, 0%, %
ox’ a ?oox?
la ecuacién diferencial parcial V20 = O se conoce como la ecuacién de

Laplace. La funcién LAPL se puede utilizar para calcular el Laplaciano de una
funcién escalar. Por ejemplo, para calcular el Laplaciano de la funcién ¢(X,Y,Z)

= (X2+Y2)cos(Z), use:

Vp=VeVgp=

FLCL Fji“;2+"|’“2 AECOST

V.
LeENiiosonscTaHox
Ei¥ICO5cE Y

Rotacional (Curl)

El rotacional de un campo vectorial F(x,y,z) = f(x,y,z)i+g(x,y,z)j+h(x,y,z)k, es
definido por un "producto cruz" del operador del con el campo vectorial, es
decir,

i j k

0 0 0
curlF =V XF = g[ ] g[ ] a_z[ ]

fy,2) g(x,y,z) h(x,y,z)

(22, (2 2H), 00 2
ay oz dz Ox dy Oz

El rotacional de un campo vectorial puede calculares con la funcién CURL. Por
ejemplo, para la funcién F(X,Y,Z) = [XY,X2+Y2+Z2 YZ], se calcula el rotacional
como sigue:
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s curLl Loy 2=+ ez vzl
[Z-2.2 B 2¥—

Campos irrotacionales y la funcién potencial
En una seccién anterior en este capitulo introdujimos la funcién POTENTIAL

para calcular la funcién potencial ¢(x,y,z) de un campo vectorial, F(x,y,z) =
f(x,y,z)i+ g(x,y,2)j+ h(x,y,z)k, tal que F = grad ¢ = V¢. También indicamos que
las condiciones para la existencia de ¢ son: 9f/dy = dg/dx, df/dz = oh/9x,
dg/9dz = oh/dy. Estas condiciones son equivalentes a la expresién vectorial:
curl F= VxF = 0.

Un campo vectorial F(x,y,z), con rotacional cero, se conoce como un campo
irrotacional. Asi, concluimos que una funcién potencial o(x,y,z) existe siempre
para un campo irrotational F(x,y,z).

Como ilustracién, en un ejemplo anterior procuramos encontrar una funcién
potencial para el campo del vector F(x,y,z) = (x+y)i + (xy+z)j + xzk, y
obtuvimos un mensaje de error de la funcién POTENTIAL. Para verificar que
este sea un campo rotacional (i.e., VxF # 0), usamos la funcién CURL aplicada
a este campo:

P CURLICA+Y w=5+E pd], 0
[-1-20

Por ofra parte, el campo vectorial F(x,y,z) = xi + yj + zk, es de hecho
irrotational segun lo demostrado a continuacién:

P CURLICA+Y H=5+E w10
PCURLICS ¥ 21,0 Y EJ%EI -

[ZHIF-+H HIEL | DEL+[DEL L
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Potencial vectorial

Dado un campo vectorial F(x,y,z) = f(x,y,z)i+g(x,y,z)j+h(x,y,z)k, si existe una
funcién vectorial ®(x,y,z) = d(x,y,z)i+y(x,y,z)j+n(xy,z)k, tal que F = curl @ =
Vx @, la funcién ®(x,y,z) se conoce como un potencial vectorial de F(x,y,z).

La calculadora proporciona la funcién VPOTENTIAL, disponible a través del
catélogo de funciones () _ar ), para calcular el potencial vectorial, ®(x,y,z),
dado el campo vectorial, F(x,y,z) = f(x,y,z)i+g(x,y,z)j+h(x,y,z)k. Por ejemplo,
dado el campo vectorial, F(x,y,z) = -(yi+zj+xk), la funcién VPOTENTIAL
produce el resultado siguiente:

SVWPOTEMTIALI-[Y = 1,0 ok
[0 453 L2

es decir, ®(x,y,z) = -x2/2i + (-y2/2+zx)k.

Debe ser indicado que hay més de un potencial vectorial @ posible para un
campo vectorial dado F.  Por ejemplo, la siguiente pantalla muestra que el

rotacional de la funcién vectorial @ = [X2+Y2+Z2XYZ,X+Y+Z] es el vector F =
Vx @y = [1XY,2Z:1,ZY-2Y]. La aplicacién de la funcién VPOTENTIAL produce
la funcién potencial vectorial @ = [0, ZYX-2YX, Y{(2ZXX)], la cual es diferente
de ®@;. La dltima instruccién en la pantalla muestra que F = Vx @,.  Asi pues,

una funcién potencial vectorial no se determina Gnicamente para este caso.

las componentes de una funcién vectorial, F(x,y,z) = f(xy,z)i+g(xy,z)j
+h(x,y,z)k, y las de la funcién potencial vectorial, ®(xy,z) =
o(x,y,2)i+w(x,y,z)j+n(x,y,z)k, se relacionan de la siguiente manera:
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f=0an/dy - oy/0x, g = 90/9z - on/9x, h = dy/dx - 96/ dy.

Una condicién para que exista la funcién @(x,y,z) es que div F = VeF = 0, es
decir, dof/dx + dg/dy + of/9z = 0. Por lo tanto, si esta condicién no se
satisface, la funcién potencial vectorial ®(x,y,z) no existe. Por ejemplo, dada
la funcién vectorial F = [X+Y,XY,Z*2], la funcién VPOTENTIAL produce un
mensaije de error, dado que F no satisface la condicién VeF = 0:

& YPOTENTIAL
51 kvel Bad e ES
s vPOTENTIAL ey -y 258 [ vglu;wen 3
POTEHT IAL £ [H+Y s 2= :

L

rJ
Lwr

: Z 4
EJ,K,T,EJ) ) "Ed Hrgument '-.-'alu"

La condicién VeF = O se verifica en la siguiente pantalla:

:DI'-.-'[[HH’ =N 22] [ 2]]
i+-1+2
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Capitulo 16
Ecuaciones Diferenciales

En este Capitulo se presentan ejemplos de la soluciéon de las ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) utilizando funciones de la calculadora.  Una
ecuacién diferencial es una ecuacién que involucra derivadas de la variable
independiente. En la mayoria de los casos, se busca una funcién dependiente
que satisface la ecuacién diferencial.

Operaciones bdsicas con ecuaciones diferenciales
En esta seccién presentamos algunas aplicaciones de la calculadora para

incorporar, comprobar y visualizar la solucién de EDOs.

Escritura de ecuaciones diferenciales
la clave para usar ecuaciones diferenciales en la calculadora consiste en

escribir las derivadas en la ecuacién. La manera més fécil de producir una
ecuacién diferencial es escribiéndola en el escritor de ecuaciones. Por ejemplo,
para escribir la siguiente EDO:

(x-1)-(dy(x)/dx)2 + 2-x-y(x) = €X sin x, use:

(el _ew () @) (DA (LI EIE) w9
D (DA @ (@0 I EHI2IC)
) (D@ I (@)L @I 0

(Pl= () @ IV (a)A

la derivada dy/dx se representa por dx(y(x)) o por dly(x). Para los
propésitos de la solucién o del calculo, es necesario escribir y(x) en la expresién,
es decir, la variable dependiente debe incluir su variable (o variables)
independiente en las derivadas en la ecuacién.

Usted puede también escribir una ecuacién directamente en la pantalla usando
el simbolo de derivada. Por ejemplo, para escribir la siguiente EDO que
involucra derivadas de segundo orden: d2u(x)/dx2 + 3-u(x)-(du(x)/dx) + u(x)?
= 1/x, directamente en la pantalla, use:
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D) (D@L () _eam(D@() L @) (D
Y (DI (@)L
(DI I(P) Qe (@) L (@) L
()@ 0 HwmE)ga) L @ )@am®
—= W) ew(@)@em=)

El resultado es  ‘9x (9x (u(x))) +3*u (x) *dx (u(x) ) +u~2=1/x . Este formato
muestra se muestra en la pantalla cuando la opcién _Textbook no estd
seleccionada para la pantalla (#o) Presione & para ver la ecuacién
en el Escritor de ecuaciones.

Una notacién alternativa para los derivados escritas directamente en la
pantalla es el uso de ‘d1’ para la derivada con respecto a la primera variable
independiente, ‘d2’ para la derivada con respecto a la segunda variable

independiente, efc. Una derivada de segundo orden, por ejemplo, d?x/dt?,
con x = x(1), se escribe como ‘d1d 1x(t)’, mientras que (dx/d1)? se escribe como
‘d1x(1)*2".  Por lo tanto, la EDP  92y/0t2 — g(xy)- (0%y/9x?)? = r(xy), se
escribiria, usar esta notacién, as ‘d2d2y(x,t)-g(x,y)*d 1d Ty(x,1)" 2=r(x,y)"

La notacién que usa ‘d’ y la orden de la variable independiente es la notacién
preferida por la calculadora cuando los derivados estan implicados en un
célculo. Por ejemplo, usando la funcién DERIV, en modo de ALG, como se
muestra a continuacién, DERIV('x*f(x,1)+g(t,y) = h(x,y,1)’,1), produce la expresién
siguiente: ‘x*d2f (x,t)+dlg(t,y)= d3h(x,y,t)". Traducida al papel,
esta expresién representa la ecuacion diferencial parcial x-(df/dt) + ag/ot =

oh/ot.

Porque la orden de la variable t es diferente en f(x,1), glt,y), y h(x,y,1), las
derivadas con respecto a t tienen diversos indices, es decir, d2f(x,1), d1g(ty), y
d3h(x,y,t). Todos, sin embargo, representan derivadas con respecto a la
misma variable.

Expresiones para las derivadas que usan la notacién del orden de la variable
no se traducen a la notacién de derivadas en el escritor de ecuaciones, como
usted puede comprobar presionando <3 cuando el resultado anterior estd en
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nivel 1. Sin embargo, la calculadora entiende ambas notaciones y opera
propiamente sin importar la notacién usada.

Comprobacién de soluciones en la calculadora
Para comprobar si una funcién satisface cierta ecuacién usando la calculadora,

use la funcién SUBST (ver el capitulo 5) substituya la solucién en la forma 'y =
f(x)" o 'y = f(x,1)’, etc., en la ecuacién diferencial. Puede ser que Usted necesite
simplificar el resultado usando la funcién EVAL para verificar la solucién. Por

ejemplo, compruebe que u = A sin w,t es una solucién de la ecuacion d2u/dt?

+ wy2-u = 0, usando:
En modo ALG:
SUBST(‘ot(ot(u(t))+ 00”2 *u(t) = 0’,'u(t)=A*SIN (00 *1)’)
EVAL(ANS(1))
En modo RPN:

‘RO (u(H)+ 00 2*u(t) = 0’ @ ‘u(t)=A*SIN (00*1)

El resultado es ‘0=0".

Para este ejemplo, usted podria también utilizar: ‘9t(at(u(1))))+ ®O”2*u(t) = O’
para escribir la ecuacién diferencial.

Visualizacién de soluciones con grdficas de pendientes
Las gréficas de pendientes, presentadas en el capitulo 12, se utilizan para

visualizar las soluciones a una ecuacién diferencial de la forma dy/dx = f(x,y).
La gréfica de pendientes muestran segmentos tangenciales a las curvas de la
solucién, y = f(x). La pendiente de los segmentos en cualquier punto (x,y) dada
por dy/dx = f(x,y), evaluada en el punto (x,y), representa la pendiente de la
linea tangente en el punto (x,y).

Ejemplo 1 - Trace la solucién a la ecuacién diferencial y' = f(x,y) = sin x cos y,
usar una grdfica de pendientes. Para solucionar este problema, siga las
instrucciones en el capitulo 12 para gréficas slopefield.
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Si usted pudiera reproducir la grafica de pendientes en el papel, se podria
trazar a mano las lineas tangentes a los segmentos mostrados en el diagrama.
Esto alinea constituye lineas de y(x,y) = constante, para la solucién de y' =
f(x,y). Por lo tanto, las gréficas de pendientes son herramientas dtiles para
visualizar las curvas y = g(x) que corresponden a ecuaciones dificiles de
resolver analiticamente.

El meno CALC/DIFF

El sub-mend DIFFERENTIAL EQNS.. dentro del ment CALC (Ca)cc ) provee
funciones para la solucién de las ecuaciones diferenciales. El mento CALC/
DIFF que resulta cuando la opcién CHOOSE boxes se selecciona para la sefial
de sistema 117 es el siguiente:

RRD WYZ HEW E= W' AL Hgﬂﬁ: HEH Fe W' ALG
— |DIFFERENTIAL E%n: HEQU |—

ZHOH AT RERD -
L.0ERIY. & INTEG...

_DEZOLUE
2.LIHITE & SERIES.. SILAP
2 DIFFERERTIAL ERN.. :
2. LAF
4. GRAFH..
o e 4.LDEC
& I 5. CALCULUS..

|1 1 1  [canci] of | HELF] [ | [CAnci] of |

Estas funciones se describen brevemente a continuacién. Las funciones se
describen en forma defallada més adelante en este Capitulo.

DESOLVE: Funcién para resolver ecuaciones diferenciales, de ser posible

ILAP: Transformada inversa de Laplace, L1[F(s)] = f(t)
LAP: Transformada de Laplace, L[f(t)]=F(s)
LDEC: Funcién para resolver ecuaciones diferenciales lineales

Solucién de las ecuaciones lineales y no lineales
Una ecuacién en la cual la variable dependiente y todas sus derivadas son de

primer grado se conoce como una ecuacién diferencial lineal. De no ser asi,

la ecuacién se dice que es no lineal. Ejemplos de ecuaciones diferenciales
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lineales son: d2x/dt? + B-(dx/dt) + myx = A sin o t, y 9C/dt + u-(9C/dx) =
D-(92C/0x?).

Una ecuacién cuyo lado derecho (sin involucrar la funcién o sus derivadas) es
igual a cero se llama una ecuacién homogénea. Si no, se llama no
homogénea. La solucién a la ecuaciéon homogénea se conoce como solucién
general. Una solucién particular es una que satisface la ecuacién no
homogénea.

La funcién LDEC

La calculadora provee la funcién LDEC para determinar la solucién general de
una EDO lineal de cualquier orden con coeficientes constantes, ya sea que la
EDO es homogénea o no. Esta funcién requiere dos argumentos

* El lodo derecho de la EDO
* Lo ecuacién caracteristica de la EDO

Estos dos argumentos deberds escribirse en términos de la variable del CAS
(usualmente X). El resultado de la funcién es la solucién general de la EDO.
Los ejemplos mostrados a continuacién se ejecutan en el modo RPN:

Ejemplo 1 — Resuélvase la EDO homogénea d3y/dx3-4-(d%y/dx?)-11-(dy/
dx)+30-y = 0. Escribase:

o (evie

ENTER

La solucién es (esta figura se construyé a partir de figuras del escritor de
ecuaciones, EQW):

S E-H[ =
e ]

[S8cCE-(ScCl+5cC2) e —(aa-cca—(z1-.::::1—3-.:::2)]]
R
126

[128cCA+16cCl—SeC2)e

en la cual cCO, cC1, y cC2 son constantes de integracién. Este resultado
puede re-escribirse como:

y = Kq-e73 4+ Ky-e?* + Kge2X.
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La razén por la que el resultado proveido por LDEC muestra tan complicada
combinacién de constantes es que, internamente, para producir la solucién,
LDEC utiliza transformadas de Laplace (a ser presentadas més adelante en este
capitulo), las cudles transforman la solucién de una EDO en una solucién
algebraica. Lla combinacién de constantes resulta al factorizar los términos
exponenciales después obtener la solucién por transformada de Laplace.

Ejemplo 2 - Utilizando la funcién LDEC, resuélvase la EDO no homogénea:
d3y/dx3-4-(d%y/dx?)-11-(dy/dx)+30-y = x2.

Escribase:

ENTER ENTER

La solucién es:

[EFBBB-CCB+3688‘CC1*(188B-cC2+458)]-ealx‘ezlx*[[[G?SB-cCB*(1 125c01 1125 .c02e1 8)]-e5'xf[938-><2+66B-K+482]]-egle[GFSB-CCBf[4?25-:C17(6?5-CC2*59J]]]
ZranGe"

Substituyendo la combinacién de las constantes que acompafan los términos
exponenciales por valores mdés simples, la expresién se puede simplificar a

y = Ky-e73% 4+ Kp-e?* + Kg-e2 + (450-x2+330-x+241)/13500.
Reconocemos los primeros tres términos como la solucién general de la
ecuacién homogénea (ver el ejemplo 1, arriba). Si y}, representa la solucién a
la ecuacion homogénea, es decir., y, = Kj-e™3% + Ky-e¥* + Kg-e?¥. Usted
puede probar que los términos restantes en la solucién demostrada
anteriormente, es decir, Yp = (450-x2+330-x+241)/13500, constituir una

solucién particular del EDO.

Nota: Este resultado es general para toda EDO linear no homogéneo, es
decir, dado la solucién de la ecuacién homogénea, yy(x), la solucién de la

ecuacién no homogénea correspondiente, y(x), puede ser escrito como
y(x) = yn(x) + yp(x),

en la cual yy(x) esta una solucion particular a la EDO.
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Para verificar que y, = (450-x2+330-x+241)/13500, es en realidad una
solucién particular de la EDO, use:

= @)

No prohibir a calculadora cerca de diez segundos para producir el resultado:
Xr2 =X"2'.

Ejemplo 3 - Solucionar un sistema de ecuaciones diferenciales lineares con
coeficientes constantes. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales
lineares:

x1'(t) + 2x(t) = O,

2x1'(1) + xo/() = O.

2 1

El sistema puede ser solucionado usando la funcién LDEC con argumentos
[0,0] y la matriz A, segin lo demostrado al usar siguiente de la pantalla
usando el modo ALG:

1 2
En forma algebraica, se escribe esto como: A-x'(1) = O, donde A ={ }

EAD HYZ HEW K= '3’ ALG
LHOHE:

:Loec|ra e1] L 7]
[c'-.-'1+c'-.-'E EE-H: o l-ci2 oF
5 2

La solucién se da como un vector que contiene las funciones [x;(1), xo(1)]. Al

presionar I activard el escritor de matrices permite que el usuario vea los
dos componentes del vector. Para ver todos los detalles de cada componente,
presione la tecla £ Verificar que sean los componentes:
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La funcién DESOLVE

la calculadora provee la funcién DESOLVE para resolver cierto tipo de
ecuaciones diferenciales. La funcién requiere como argumentos la ecuacién
diferencial y el nombre de la funcién incégnita. La funcién DESOLVE produce
la solucién a la ecuacién diferencial, de ser posible.  Uno puede también
proveer como primer argumento de la funcion DESOLVE un vector que
contenga la ecuacién diferencial y las condiciones iniciales del problema, en
vez de proveer solamente una ecuacién diferencial.  La funcién DESOLVE est4
disponible en el ment CALC/DIFF. Ejemplos de aplicaciones de la funcién
DESOLVE se muestran a continuacién utilizando el modo RPN.

Ejemplo 1 - Resuélvase la EDO de primer orden:
dy/dx + x%-y(x) = 5.

Escribase en la calculadora:

S R G R D R CU) R K

Iy = (INT(5*EXP(xt* 3/3),x1,x)+C0) * 1 /EXP(x*3/3)) }, es decir,
¥(x) = exp(—x* /3)-([5-exp(x’ 13) - dx+ C, )

La variable ODETYPE

Noétese la existencia de una nueva variable denominada (ODETYPE).
Esta variable se produce al utilizar la funcién DESOLVE y contiene una
cadena de caracteres que identifican el tipo de EDO utilizada como
argumento de la funcién DESOLVE.  Presiénese la tecla de meng
para obtener el texto “1st order linear” (lineal de primer orden).
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Ejemplo 2 - Resolver la EDO de segundo order:

d2y/dx? + x (dy/dx) = exp(x).

En la calculadora, use:

! (eNTR) gt (Vi) [

El resultado es una expresién que tiene dos integraciones implicitas, a saber,

1: kS

mntle™ e ¥ e

i =InT

:-:1:E
2 2

Para esta ecuacién particular, sin embargo, realizamos que el lado izquierdo
de la ecuacién representa d/dx(x dy/dx), asi, la EDO ahora se escribe:

d/dx(x dy/dx ) = exp x,
M
x dy/dx = exp x + C.
Después, podemos escribir
dy/dx = (C + exp x)/x = C/x + &*/x.

En la calculadora, usted puede intentar integrar:

4

STty i (@)

El resultado es { ‘y(x) = INT((EXP(xt)+C)/xt,xt,x)+C0" }, es decir,

e*+C

v = |

Realizando la integracién a mano, podemos llevarla solamente hasta:

dx+C,
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Y(x) = I-%dx+C~lnx+C0

porque el infegral de exp(x)/x no esta disponible en forma cerrada.

Ejemplo 3 — Resuélvase la siguiente ecuacién sujeta a condiciones iniciales. La
ecuacion es

d2y/dt? + 5y = 2 cos(t/2),
sujeta a las condiciones
y(0) = 1.2, y'(0) =-0.5.
En la calculadora, utilicese

[d1dTy()+5*y(t) = 2*COS(1/2)" ‘y(0) = 6/5" ‘d1y(0) = -1/2']
MUREE
DESOLVE

Noétese que las condiciones iniciales se definen con valores exactos, es decir,
‘v(0) = 6/5', en lugar de ‘y(0)=1.2', y ‘d1y(0) = -1/2’, en vez de ‘d1y(0) = -
0.5". El utilizar expresiones exactas facilita la solucién.

Nota: Para obtener expresiones fraccionarias para valores decimales
utilicese la funcién >Q (véase el Capitulo 5).

La solucic')n en este caso es:

Presiénese para simplificar el resultado y obtener:

i) = {(19*V5*SIN(5 *1)-(148 *COS(V5*1)+80*COS(t/2)))/190).
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Transformadas de Laplace
La transformada de Laplace de una funcién () produce una funcién F(s) in el

dominio imagen que puede utilizarse para encontrar, a través de métodos
algebraicos, la solucién de una ecuacién diferencial lineal que involucra a la
funcién f(t). Los pasos necesarios para este tipo de solucién son los siguientes:

1. Utilizando la transformada de Laplace se convierte la EDO lineal que
involucra a f(t) a una ecuacién algebraica equivalente.

2. la incégnita de esta ecuacién algebraica, F(s), se despeja en el dominio
imagen a través de la manipulacién algebraica.

3. Se utiliza una transformada inversa de Laplace para convertir la funcién
imagen obtenida en el paso anterior a la solucién de la ecuacién
diferencial que involucra a f(t).

Definiciones
La Transformada de Laplace para la funcién f(t) es la funcién F(s) definida como

LS} =F(s)= [ f@)-e .

La variable imagen s puede ser, y, generalmente es, un nimero complejo.

Muchos usos practicos de transformadas de Laplace involucran una funcién
original f(t) donde t representa tiempo, por ejemplo, sistemas de control en
circuitos eléctricos o hidraulicos.  En la mayoria de los casos uno esta
interesado en la respuesta de sistema después del tiempo t>0, asi, la definicion
de la transformada de Llaplace, presentada anteriormente, implica una
infegracién para los valores de t mayores que cero.

La transformada inversa de Laplace relaciona la funcién F(s) con la funcién

original f(t) en el dominio del tiempo, es decir, L “1{F(s)} = f(1).

La integral de convolucién o el producto de la convolucién de dos funciones f(t)
y g(t), donde g se desfasa en el tiempo, se define como

(f*e)t)= [ fu) -g(t—u)-du.
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Transformadas de Laplace y sus inversas en la calculadora
La calculadora provee las funciones LAP y ILAP para calcular transformadas de

Laplace y transformadas inversas de Laplace, respectivamente, de una funcién
f(VX), en la cual VX es la variable independiente del CAS (usualmente 'X’). La
calculadora produce la transformada de Laplace o la inversa como una la
funcién de X. Las funciones LAP y ILAP se encuentran disponibles en el ment
CALC/DIFF.  los ejemplos siguientes se presentan en modo RPN. Su
conversién a modo ALG es relativamente simple.

Ejemplo 1 — Para obtener la definicién de la frcnsformoda de Laplace en la

Lt ot R
L 3R i

F en modo

! (eNTR) L
*modo ALG. Lla calculadora produce los resultados

calculadora uflllcense las siguientes instrucciones:

RPN, o i o
siguientes (modo RPN, a la izquierda; modo ALG, a la derecha):

tLAPCE =N

o o
Lmt]-e'[t ERLTOY Lmt]-e'm'm dtt

| ILAF | LAF [LOEC] | | ILAF | LAF JLDEC] |

Compare estas expresiones con la definicién siguiente:

Lif 0y =F(s)= | £@)-edh,

Nétese que en la definicién de la calculadora la variable CAS, X, en la
pantalla reemplaza a la variable s in esta definicién.  Por lo tanto, cuando se
utiliza la funcién LAP se obtiene una funcién de X que representa la
transformada de Laplace de f(X).

Ejemplo 2 — Determine la Transformada de Laplace de f(t) = eZsin(t). Use:
‘EXP(2*X)*SIN(X)’ LAP Lo calculadora produce el resultado: 1/(SQ(X-

2)+1). Presione para obtener, 1/(X2-4X+5).

Cuando usted traduce este resultado en papel resulta en:
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1
F(s)=L{e” -sint} = ———
) { j sP—4-5+5

Ejemplo 3 - Determine la transformada inversa de Laplace de F(s) = sin(s).
Use:

‘SIN(X)’ ILAP. Lo calculadora toma algunos segundos para producir el
resultado: ‘ILAP(SIN(X))', significando que no hay expresién de forma cerrada

f(t), tal que (t) = L {sin(s)}.
Ejemplo 4 — Determine la transformada inversa de Laplace de F(s) = 1/s3.

Use:
/X3’ ILAP (4D . La calculadora produce el resultado: ‘X*2/2’, que se

interpreta como L "1{1/5%} = 12/2.

Ejemplo 5 - Determine la Transformada de Laplace de la funcién f(t) = cos
(at+b). Use: ‘COS(a*X+b)’ LAP . Lla calculadora da por resultado:

bR,
e e

Presione para obtener —(a sin(b) — X cos(b))/(X2+a?). la transformada se
?)

-cus(bD-EI“':":"Wgsq(q:-

inferpreta como: L {cos(a-t+b)} = (s-cos b — a-sin b)/(s%+a

Teoremas de las transformadas de Laplace
Para ayudarle a determinar al Transformada de Laplace de funciones usted

puede tilizar un nimero de teoremas, algunos de los cuales se enumeran
abajo. Algunos ejemplos de los usos del teorema también se incluyen.

* Teorema de la diferenciacién de la primera derivada. Sea f, la condicién

inicial para f(t), es decir, {(0) = f,, entonces

L{df/dt} = s-F(s) - f.
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Ejemplo 1 - La velocidad de una particula mévil v(t) se define como v(t) =
dr/dt, donde r = r(t) es la posicién de la particula. Sea ry = r(0), y R(s)
=L{r(t)}, entonces, la transformada de la velocidad se puede escribir como

V(s) = L{v(t)}=L{dr/dt}= s-R(s)-r,.

* Teorema de la diferenciacién para la segunda derivada. Sea f, = f(0), y

(df/dt), = df/dt|,_o, entonces L{d%f/dt?} = s2-F(s) - s-f, — (df/dH) ..

Ejemplo 2 — Como continuacién al Ejemplo 1, la aceleracién a(t) se define
como a(t) = d?r/dt2.  Si es la velocidad inicial v, = v(0) = dr/dt|q,
entonces la transformada de Laplace de la aceleracién puede ser escrito
como:

Als) = a()} = L{d%r/dtZ}= s2-R(s) - sry — v .

* Teorema de la diferenciacién para la n derivada.
Sea f K = dk/dxk|,_ o, y f, = f(0), entonces

L{d"/dt"} = s"F(s) — s f, - = sf02) —f (0D)

* Teorema de las linealidad. L{af(t)+bg()} = a-L{f(t)} + b-L{g(t)}.

* Teorema de la diferenciacién para la funcién imagen. Sea F(s) = L{f(t)},
entonces d"F/ds" = L{(-)"f(t)}.

Ejemplo 3 - Sea f(t) = €™, usando la calculadora con ‘EXP(-a*X)’ LAP,
usted consigue ‘1/(X+a), o F(s) = 1/(s+a). La tercera derivada de esta
expresion puede ser calculada usando:

X @ (B0 X EDE)_o X @ (39
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El resultado es
“6/(X"4+4*a*X"3+6*a"2*¥ X" 2+4*a”3*X+a™4), o
d3F/ds® = -6/(s*+4-a-s3+6-a2-s2+4.0% s+a?).

* Ahora, use ‘(-X)*3*EXP(-a*X)’ LAP (820. El resultado es

exactamente el mismo.

* teorema de la integracién. Sea F(s) = L{f(t)}, entonces

L{[ t f(u)du}: L Fs).
0 s
* teorema de la circunvolucién. Sea F(s) = L{f(t)} y G(s) = L{g(})}, entonces

L[ et —wduj=Licr = 20 =

LI/} -Lig®)} = F(s)- G(s)

Ejemplo 4 — Con el teorema de la circunvolucién, encuentre la transformada
de Laplace de (f*g)(1), si f(f) = sin(t), y gl(t) = exp(t). Para encontrar F(s) =
L@, y Gls) = Lig(i}, use: “SIN(X)' @ LAP @D. Resultado, ‘1/(X*2+1),
es decir, F(s) = 1/(s2+1).

Asi mismo, ‘EXP(X)’ LAP. Resultado, ‘1/(X-1)’, es decir, G(s) = 1/(s-1).
Por lo tanto, L{(F*g)()} = F(s)}-Gls) = 1/(s2+1)-1/(s-1) = 1/((s-1)(s241)) = 1/
(s3-52+s-1).

* Teorema del desfase para desfase a la derecha. Sea F(s) = L{f(t)}, entonces

Lif(ta)}=e oS-L{f(H)} = e OS-F(s).

* Teorema del desfase para destase a la izquierda. Sea F(s) = L{f(1)}, y a >0,
entonces
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L{f(t+a)} =e® -(F(s) - jo f(t)-e™ -dt}

* Teorema de la semejanza. Sea F(s) = L{f(})}, y a>0, entonces L{f(a-)} =
(1/a)-F(s/a).

+  Teorema de amortiguacién. Sea F(s) = L{f(t)}, entonces L{e ®'f(t)} = F(s+b).

* Teorema de la divisién. Sea F(s) = L{f(1)}, entonces

L{@} = L”F(u)du.

*  Transformada de laplace de una funcién periédica de periodo T:

LU} =— - [ 1) -k

1-e

* Teorema del limite par el valor inicial: Sea F(s) = L{f(1)}, entonces
fo = lirgl f(t)=lim[s- F(s)].
—> §—>00
* Teorema del limite para el valor final : Sea F(s) = L{f(t)}, entonces

Jo =1im 7 () =lim[s - F(s)]-

Funcién delta de Dirac y funcién grada de Heaviside
En el andlisis de los sistemas de control se acostumbra utilizar cierto tipo de

funciones que representan ocurrencias fisicas tales como la activacién
repentina de un interruptor (La funcién grada de Heaviside, H(t)) o un pico
repentino, instanténeo, en una entrada al sistema (La funcién delta de Dirac,
3(t)). Estas funciones pertenecen a una clase de las funciones conocidas como
funciones generalizadas o simbélicas [por ejemplo, ver Friedman, B., 1956,
Principles and Techniques of Applied Mathematics, Dover Publications Inc.,
New York (reimpresién de 1990) ].

La definicién formal de la funcién delta de Dirac, §(x), es 8(x) = O, para x %0, y
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[ 8C)dx=1.0.
Asi mismo, si f(x) es una funcién continua, entonces

[ F )8 —x,)dx = £ (x,).

Una interpretacién para el integral arriba, parafraseada de Friedman (1990),
es que la funcién & “selecciona” el valor de la funcién f(x) para x = xg. la
funcién delta de Dirac es representada tipicamente por una flecha ascendente
en el punto x = x0, indicando que la funcién tiene un valor diferente a cero
solamente en ese valor particular de xg.

* Lo funcién grada de Heaviside, H(x), se define como

1, x>0

H(x):{o x<0

También, para una funcién continua f(x),

[ reoH = x)de= [ fod

La funcién delta de Dirac y la funcién grada de Heaviside se relacionan por
dH/dx = §(x). Las dos funciones se ilustran en la figura abajo.

Y 3 (x—x%,) Y H(x-x,)
1
4 X x
X, %o
Se puede demostrar que L{H®} = 1/s,
Y que L{Uo-HH} = Uy/s,

donde U, es una constante. También, L 1{1/s}=H(t),
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y L U /s}= UgHt).
También, usando el teorema del desfase a la derecha, L{f(t-a)}=e™S-L{f(t)} =

e 95-F(s), podemos escribir L{H(Hk)}=e ™ -L{H(1)} = e7*-(1/5) = (1/s)-e7%.
Otro resultado importante, conocido como el segundo teorema de desfase

para desfase a la derecha, se escribe L 1{e™ -F(s)}=f(t-a)-H(t-a), con F(s) =

L{F(1)}.

En la calculadora la funcién grada de Heaviside H(t) se refiere simplemente
como ‘1", Para comprobar la transformada en la calculadora use:
LAP. El resultado es ‘1/X’, es decir, L{1} = 1/s.  De manera similar, ‘U0’
LAP , produce el resultado ‘U0/X’, esto es, L{Ug} = Ug/s.

Usted puede obtener la funcién delta de Dirac en la calculadora usando:

ILAP
El resultado es ‘Delta (X)’

Este resultado es simplemente simbélico, es decir, usted no puede encontrar un
valor numérico para, digamos, ‘Delta (5)".

Este resultado puede ser definido por la transformada de Llaplace para la
funcion delta de Dirac, dado que de L 1{1.0}= §(1), se sigue que L{8(1)} = 1.0

También, al usar teorema del desfase para desfase a la derecha, Lfft-

a)}=e .L{f(t)} = e *F(s), podemos escribir L{S(tk)}=e S L{8(H)} = e*s.1.0 =
eks,

Aplicaciones de transformadas de Laplace en la solucién de EDOs
lineales
Al principio de la seccién sobre Transformadas de Laplace indicamos que usted

podria utilizar éstos transforma para convertir una EDO lineal en el dominio de
tiempo a una ecuacién algebraica en el dominio de la imagen. Lla ecuacién
que resulta enfonces se despeja la funcién F(s) con métodos algebraicos, y la
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solucién a la EDO se encuentra usando la transformada inversa de Laplace de
F(s).

Los teoremas sobre las derivadas de una funcién, es decir,

L{df/dt} = s-F(s) - f,,
L{d2/dt?} = s2.F(s) - s, — (df/dt) ,
y, en general,

L{d"/dt"} = s"F(s) — s"f, —.. . sf02) _f (0D
son particularmente Gtiles en transformar la EDO en una ecuacién algebraica.

Ejemplo 1 — Para solucionar la ecuacién de primer orden,
dh/dt + k-h(t) = a-e™,
usando Transformadas de Laplace, podemos escribir:
L{dh/dt + k-h(t)} = L{a-e7},

Lidh/dt} + k-L{h(t)} = a-L{e™).

Nota: ‘EXP(X) @3 LAP , produce ‘1/(X+1), es decir, L{e™ }=1/
(s+1).

Con H(s) = L{h(t)}, y L{dh/dt} = s:H(s) - h,, donde h, = h(0), la ecuacién
transformada es s-H(s)-hg+k-H(s) = a/(s+1).

Utilizar la calculadora para despejar H(s), escribiendo:

‘X*H-hO+k*H=a/(X+1)" @=) ‘H’ 1SOL
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El resultado es ‘H=((X+1)*h0+a)/ (X" 2+(k+1)*X+k)".

Para encontrar la solucién a la EDO, h(t), necesitamos utilizar la transformada
inversa de Laplace, como sigue:

OBJ> (@) (®)@®A)  Aisla el lado derecho de la dltima expresién

ILAP Obtiene la transformada inversa de Laplace
2 Ptk -1 pho-g)e”
El resultado es fh—1 T b . Substituyendo X por t en esta

expresién y simplificandolo, resulta en h(t) = a/(k-1)-e™ +((k-1)-h,-a)/(k-1)-e™.
Comprobar lo que la solucién a la EDO ser si usted utiliza la funcién LDEC:
‘a*EXP(X) @8 ‘X+k' @@ LDEC

se Pl —1)eCE—ake”
El resultado es: tk=1ha el , es decir,

h(t) = o/(k-1)-e*t +((k-1)-cCo-a)/(k-1)-e™.

Por lo tanto, cCO en los resultados de LDEC representa la condicién inicial h(0).

Nota: Al usar la funcién LDEC para solucionar un EDO lineal de
orden n en f(X), el resultado serd dado en términos de las n constantes
cCO, cC1, cC2, ..., cC(n-1), representando las condiciones iniciales

f(0), £(0), £(0), ..., {01 (0).

Ejemplo 2 — Use Transformadas de Laplace para solucionar la ecuacién lineal
de segundo orden,

d2y/dt2+2y = sin 3t.

Usando Transformadas de Laplace, podemos escribir:
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L{d2y/dt?+2y} = L{sin 31},

L{d2y/dtZ} + 2-L{y(t)} = L{sin 3t}.

Nota: ‘SIN(3*X) LAP produce ‘3/(X"2+9)', es decir,
Lsin 31=3/(s2+9).

Con Y(s) = Liy(t)}, y Hd%y/di’} = s>Y(s) - sy, = y1, donde v, = h(0) y y1 =
h'(0), la ecuacién transformada es

s2.Y(s) = syo = y1 + 2:Y(s) = 3/(s2+9).
Use la calculadora para despejar Y(s), escribiendo:

'XAQ*Y-X*yO-y]+2*Y=3/(XA2+9)' evier) 'Y ISOL
El resultado es
Y=((XA249)Fy 1 +(y0* X" 3+9%y0*X3))/ (X7 4+11*X2+18).

Para resolver la EDO, y(t), necesitamos usar la transformada inversa de
Laplace, como sigue:

OBJ> («) (&) Aisla el lado derecho de la dltima expresién
ILAP(EvaL) Obtiene transformada inversa de Laplace

El resultado es

(P Bl +3 F IS N[ )+ 1 4B COS[ [Z ) -2 S THISH)
14

es decir,
y(t) = {(1/7) sin 3x + yo cos V2x + (N2 (7y1+3)/14) sin V2x.

Comprobar cudl seria la solucién al EDO si usted utiliza la funcién LDEC:
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‘SIN(3*X)’ X242 LDEC

El resultado es:

(FfZcc1+2 2 S IHLE )+ 1 4coacos [2x])-25 TH(ZE)
14

es decir, igual que antes con cCO=y0y cC1 =yl.

Nota: Usando los dos ejemplos demostrados aqui, podemos confirmar lo
que indicamos anteriormente, es decir, que la funcién ILAP usa
transformadas de Llaplace y transformadas inversas para resolver EDOs
dado el lado derecho de la ecuacién y la ecuacién caracteristica de la EDO
homogénea correspondiente.

Ejemplo 3 - Considere la ecuacién
d?y/di%+y = §(+-3),
donde (1) es la funcién delta de Dirac.

Usando transformadas de Laplace, podemos escribir:
Lid?y/di?+y} = L{8(+-3)},
L{d?y/dt?} + Ly(H} = L{3(+-3)}.

Con ‘Delta(x-3)’ LAP, la calculadora produce EXP(-3*X), es decir, L{3(t-
3)}=e73. Con Y(s) = Ly()}, y L{d?y/dt?} = s2Y(s) - sy, - y1, donde y, = h(0)
y y1 = h(0), la ecuacién transformada es s2-Y(s) - s-y, — y1 + Y(s) = €735, Use
la calculadora para despejar Y(s), escribiendo:

XA2*YX*y0y 1+Y=EXP(-3*X)’ @= ‘Y’ ISOL
El resultado es  “Y=(X*yO+(y 1+EXP({3*X))))/(X"2+1).
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Para resolver la EDO, y(t), usaremos la transformada inversa de Laplace, como

sigue:
OBJ> (@) (&) Aisla el lado derecho de la dltima expresion
ILAP Obtiene la transformada inversa de Laplace

El resultado es ‘y1*SIN(X)+y0*COS(X)+SIN(X-3)*Heaviside(X-3)".

Notas:

[1]. Una manera alternativa de obtener la transformada inversa de Laplace
de la expresion  ‘(X*yO+(y 1+EXP(-(3*X))))/(X"2+1)" estd separando la
expresién en fracciones parciales, es decir,

YO*X/(XA2+1) + y1 /(X 2+1) + EXP(-3*X)/(X*2+1)',
y utilice el teorema de linealidad de la transformada inversa de Laplace
L Ma-F(s)+b-Gs)} = a'L {F(s)} + b.L {G(s)},
para escribir,
Myors/ (P 1) +y1/(s741)) + €7/(%+1) } =
Yol /(24 1 yi LT (1/(s2+ 1)1 L e 3/ (s24 1),

Entonces, utilizamos la calculadora para obtener lo siguiente:

X/(XA2+1) ILAP Resultado, ‘COS(X), &, L "Hs/(s2+1)}= cos .
/(X 2+1) ILAP Resultado, ‘SIN(X)’, 6, L "1{1/(s2+1)}= sin t.
‘EXP(-3*X)/(X*2+1) ILAP  Resultado, SIN(X-3)*Heaviside(X-3)".

[2]. El resultado dltimo, es decir, la transformada inversa de Laplace de la
expresion ‘(EXP(-3*X)/(X*2+1))’, también puede calculares usando el
segundo teorema de desfase a la derecha

L H{e™o -F(s)}=f(t-a)-H(t-q),
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si podemos encontrar una transformada inversa de Laplace para 1/(s2+1).
Con la calculadora, intente ‘1/(X*2+1)’ ILAP. El resultado es ‘SIN(X)".

Por lo tanto, L 1{e=35/(s2+1))} = sin(t-3)-H(t-3),

Comprobar lo que la solucién a la EDO seria si usted utiliza la funcién LDEC:
‘Delta(X-3)" @) ‘X*2+1 LDEC
El resultado es:
‘SIN(X-3)*Heaviside(X-3) + cC1*SIN(X) + cCO*COS(X)".

Notar por favor que la variable X en esta expresién representa realmente la
variable t en la EDO original. Asi, la traduccién de la solucién al papel se
puede escribir como:

y(t)=C,-cost+C, -sint+sin(t—3)- H(t—3)

Al comparar este resultado con el resultado anterior para y(t), concluimos que
cCo = Yo cCy =y1.

Definicién y uso de la funcién grada de Heaviside en la calculadora
El ejemplo anterior proveyé de una cierta experiencia el uso de a funcién delta

de Dirac como entrada a un sistema (es decir, en el lado derecho de la EDO
que describe el sistema). En este ejemplo, deseamos utilizar la funcién grada
de Heaviside, H(t). En la calculadora podemos definir esta funcién como:
‘H(X) = IFTE(X>0, 1, O) (@E@m(a)oF

Esta definicion creard la variable i en el ment de la calculadora.

Ejemplo 1 — Para ver un diagrama de H(t-2), por ejemplo, utilizar un tipo de
diagrama FUNCTION (ver el capitulo 12):
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*  Presione (9) 20, simulténeamente en modo RPN, para activar la
pantalla PLOT SETUP.

*  Cambie TYPE a FUNCTION, de ser necesario

*  Cambie EQ a ‘H(X-2)".

* Asegurese que Indep se fija a X

* Presione

* Presione (9) WN_, simulténeamente, para acceder a la pantalla PLOT.

* Cambie el rango HVIEW a 0 a 20, y el rango VVIEW a 2 a 2.

¢ Presione

para volver a la pantalla normal de la calculadora.

1 para trazar la funcién.

El uso de la funciéon H(X) con LDEC, LAP, o ILAP, no se permite en la
calculadora. Usted tiene que utilizar los resultados principales proporcionados
anteriormente al incorporar la funcién grada de Heaviside, es decir, L{H(f)} =

/s, L{1/s}=H(t),  HH(EK)}=e SL{HN} = e™*(1/s) = (1/s)}e* y L T{e™
-F(s)}=t(t-a)-H(t-a).

Ejemplo 2 - La funcién H(t,) cuando se multiplica con una funcién (1), es
decir, H(+,)f(t), tiene el efecto de encender la funcién f(t) at t = t,. Por ejemplo,
la solucién obtenida en el Ejemplo 3 fue y(t) =y, cos t + y7 sin t + sin(t-3)-H(t-
3). Suponga que utilizamos las condiciones iniciales y, = 0.5, y y; = -0.25.

Tracemos esta funcién para como luce:

*  Presione (5) 20 , simultdneamente en modo RPN, para activar la
pantalla PLOT SETUP.

* Cambie TYPE a FUNCTION, de ser necesario

e Cambie EQ a ‘0.5*COS(X)-0.25*SIN(X)+SIN(X-3) *H(X-3)".

* Asegurese que Indep se fija a X

e “HVIEW:0 20, V-VIEW: -3, 2.”

¢ Presione

1 para trazar la funcién.

*  Presione ¥ para ver la gréfica.

El gréfico que resulta es el siguiente:
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Note que la sefal comienza con una amplitud relativamente pequefia, pero

repentinamente, en t=3, se cambia a una sefal oscilatoria con una amplitud
mayor. La diferencia entre el comportamiento de la sefial antes y después t = 3
es el "encendido" de la solucién particular yplf) = sin(t-3)-H(t-3). El
comportamiento de la sefal antes de que t = 3 represente la contribucién de la
solucién homogénea, yi(t) =y, cos t + yq sin t.

La solucién de una ecuacién con una sefal de entrada dada por una funcién
grada de Heaviside se muestra a continuacién.

Ejemplo 3 — Deferminar la solucién a la ecuacién, d2y/dt?+y = H(t-3),
donde H(t) es la funcién grada de Heaviside.  Usando transformadas de

Laplace, podemos escribir: L{d2y/dt?+y} = L{H(-3)}, L{d%y/dt?} + L{y(t)} = L{H(t
3)}. El término Gltimo en esta expresién es: L{H(t-3)} = (1/s)-e™5. Con Y(s) =
Ly}, y Lid®y/dt?} = s%Y(s) - sy, = y1, donde y, = h(0) y y1 = H(0), la
ecuacion transformada es s2-Y(s) - sy, — y1 + Y(s) = (1/s)-€7>%. Cambie el

modo del CAS a Exact, de ser necesario. Use la calculadora para despejar
Y(s), escribiendo:

KA2*YX*y0y1+Y=(1/X)*EXP(-3*X)’ @=) 'Y’ ISOL
El resultado es Y=(XA2*y0+X*y T+EXP(-3%X))/ (X" 3+X)'".

Para resolver la EDO, y(t), usaremos la transformada inversa de Laplace, como

sigue:
OBJ> (&) (@) Aisla el lado derecho de la dltima expresion
ILAP Obtiene transformada inversa de Laplace
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El resultado es  ‘y1*SIN(X-1)+y0*COS(X-1)-(COS(X-3)-1)*Heaviside(X-3)".

Asi, escribimos como la solucién:  y(t) =y, cos t + yq sin t + H(-3)-(1+sin(+-3)).

Comprobar cudl seria la solucién al EDO si usted utiliza la funcién LDEC:
‘H(X-3) [ENTER] 'X*2+17 LDEC

El resultado es:

Attt ecCLSTRCN I+ CCMOSCH

0
IFTECttt-Z>0,1,0
SII'I(H}'I %
2

0

Note por favor que la variable X en esta expresién representa realmente la
variable t en la EDO original, y que la variable tt en esta expresién es una
variable muda. Asi, la traduccién de la solucién en papel se puede escribir
como:

y(t)=C,-cost+C,-sint+sint- J-:H(u—3)-e‘“’ cdu-

Ejemplo 4 — Trazar la solucién del Ejemplo 3 usar los mismos valores de y, y y;

utilizado en el diagrama del Ejemplo 1. Ahora trazamos la funcién
y(t) = 0.5 cos t =0.25 sin t + (1+sin(t-3))-H(t-3).

en el rango 0 < t < 20, y cambiando el rango vertical a (-1,3), el gréfico se

muestra como:
Y
0 - .
L

Una vez més hay una nueva componente del movimiento que se introduce en

t=3, a saber, la solucion particular yy(t) = [1+sin(t-3)]-H(t-3), la cudl cambia la

naturaleza de la solucién para t>3.
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la funcién grada de Heaviside puede ser combinada con una funcién
constante y con funciones lineales para generar pulsos finitos de forma
cuadrada, triangular, o de dientes de sierra, como sigue:

*  Pulso cuadrado de tamafio U, en el infervalo a < t < b:
f(t) = Uo[H(t-a)-H(+-b)].

*  Pulso triangular con un valor méximo Uo, creciente en el rangoa <t<b, y
decreciente en el rango b < t < c:

f(t) = Ug' ((t-a)/ (b-a)-[H(t-a)-H(t-b)]+(1-{+b)/ (b-c)) [H(t-b)-H(t-c)]).

* Pulso de diente de sierra creciente hasta alcanzar un valor méximo Uo
para a < t < b, decayendo repentinamente a cero para t = b:

f(t) = Uy (+a)/(b-a)-[H(t-a)-H(+-b)].

* Pulso de diente de sierra que salta sibitamente a un méximo de Uo para t
= a, disminuyendo linealmente a cero para a <t < b:

f(t) = Uy-[1ta)/(b-1)]- [H(t-a)-H(t-b)].

Ejemplos de los diagramas generados por estas funciones, para Uo =1, a = 2,
b = 3, ¢ = 4, rango horizontal = (0,5), y rango vertical = (-1, 1.5), se
demuestran en las figuras siguientes:
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Series de Fourier
Las series de Fourier son series que usan las funciones del seno y de coseno

tipicamente para ampliar funciones periédicas. Una funcién f(x) se dice ser
periédica, de periodo T, si f(x+T) = f(t). Por ejemplo, porque sin(x+2x) = sin x,
y cos(x+2n) = cos x, las funciones sin y cos son funciones peri¢dicas de
periodo 2x. Si dos funciones f(x) y g(x) son periédico de periodo T, entonces
su combinacién linear h(x) = a-f(x) + b-g(x), es también periédica de periodo T.
Dada una funcién periédica de periodo T, (), puede ser ampliado en una
serie de funciones del seno y de coseno conocidas como serie de Fourier,

f(@t)= a0+2( cos—t+b mznTﬂ-tj

con a, y b, calculados por

1 (772 2 ¢Ti2 2nrw
ay = j_m f@ydr, a,=— j_m f(0)-cos = =t-dr

7/2 . 2nrw
b = j_m floysin ="t

Los ejercicios siguientes son en modo ALG , con el modo del CAS fijado a
Exact. (Cuando usted produce un gréfico, el modo del CAS serd reajustado a
Approx. Cerciorarse de fijarlo de nuevo a Exact después de producir el
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gréfico.) Suponga, por ejemplo, que la funcién f(t) = t2+t es periédica con
periodo T = 2. Para determinar los coeficientes ag, ay, y by para la serie de
Fourier correspondiente, procedemos como sigue: Primero, defina la funcién
f(t) = 12+t :

s DEFTHEL £it 1=t 544, |
HOVAL

Después, utilizaremos el Escritor de ecuaciones para calcular los coeficientes:

EDIT | CURE

Asi, los primeros tres términos de la funcién son:

f(t) = 1/3 = (4/72)-cos (mA)+(2/7)-sin ().

Una comparacién gréfica de la funcién original con la serie de Fourier que usa
estos tres términos muestra que la aproximacién es aceptable para t < 1, més o
menos. Lo que tiene sentido dado que estipulamos que T/2 = 1. Por lo tanto,
la aproximacion es valida solamente en el rango -1 <t < 1.
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Funcién FOURIER

Una manera alternativa de definir una serie de Fourier consiste en utilizar
numeros complejos como se indica en la férmula siguiente:

f(f)—zc ep(

Nn=—oo

2inmt

),

en la cuadl
=— j (1) exp(—— £)-dt, n=—oo,.,~2,~1,0,1,2,..c0.

La funcién FOURIER provee los coeficientes c,, de la forma compleja de la serie
de Fourier dada la funcién f(t) y el valor de n. La funcién FOURIER requiere
que el valor del periodo, T, de la funcién T-periédica, se almacene en la
variable CAS denominada PERIOD antes de activar la funcién FOURIER. La
funcién FOURIER esta disponible en el sub-ment DERIV dentro del mend CALC
(Dgac ).

Serie de Fourier para una funcién cuadrética

Determine los coeficientes cq, c1, y cp para la funcién f(t) = 12+, con periodo T
= 2. (Nota: Porque la integral usada por la funcién FOURIER se calcula en el
intervalo [0,T], mientras que la integral definida anteriormente se calculé en el
intervalo [-T/2,T/2], necesitamos desfasar la funcién en el eje t, restando T/2

de t, es decir, utilizaremos g(t) = f(1-1) = (+-1)2+(t-1).)

Utilizando la calculadora en modo ALG, se definen las funciones f(t) y g(t)
como se muestra a continuacién:
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: DEF THEN £it1=t S+t |
s DEF IMEralt 1= (£ —117
Mo

A

A continuacién, se selecciona el sub-directorio CASDIR bajo el directorio
HOME para cambiar el valor de la variable PERIOD:

(mantener) WPoR_ (&vre) (k)

HOYA
*HOME

HOYA
tCASDIR

HOYA
Z2BPERIOD

Vuelva al sub-directorio donde usted definié las funciones f y g, y calcule los
coeficientes (aceptar el cambio al modo complejo cuando se solicite):

=
]
tFOURIERIgUE, @) z
% :COLLECTIANSI1N i
= E
| a3 | F 1 T 1T 1 e sl 1 I T T |
e = &=
3 _m
tFOLURIERSX,1] ] 2
Zrimtd :COLLECTIAHS(1N .
"2 i+
2 "2
| a I f 1 T T I me sl [ T T |
. = =] = 7]
T T
tFOLURIERS0X),2] ] 2
im+1 tCOLLECTIAMSI1N .
"2 i+l
= EME
| 2 [ F 1l T [ [ sl I [ | |

En este caso, co=1/3,¢1 = (mi+2)/n2, ¢y = (mi+] )/(21t2).
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La serie de Fourier para este caso se escribe, utilizando tres elementos, de la
forma siguiente:

glt) = Re[(1/3) + (mi+2)/n?-expli-nt)+ (mi+1)/(2n2)-exp(2-i-n1)].

Un diagrama de la funcién desfasada g(t) y de la serie de Fourier se muestra a
continuacién:

AR i

Lo aproximacién es aceptable, aunque no tan buena como en el ejemplo
anterior, para el intervalo O<t<2.

Una expresién general para c,,
la funcién FOURIER puede proporcionar una expresién general para el

coeficiente ¢, de la serie de Fourier compleja. Por ejemplo, usando la misma
funcién g(t) del ejemplo anterior, el término general ¢, se escribe (las figuras

muestran el tipo normal y pequefio de los caracteres en la pantalla):

- =] FAnLs!
: FOURIERIgIX),N) 3
inm+2ives P Map it [FURIERGSGLM
T 5 i ¥ | aeane” Mgttt
mn 'm 2 2 e
N il
= E
| a | F 1 [ I I | ¢ I [ [ [ |

La expresién general resulta ser, después de simplificar el resultado anterior,

_(nm+2i)-e™ +2i°n*n? +3nm - 2i

2inm

n

20’7’ e

Pégina 16-33



Podemos simplificar esta expresién usando la férmula de Euler para los
nimeros complejos, a saber, e = cos(2nm) + i-sin(2nm) = 1 +i-0 = 1, dado
que cos(2nm) = 1, y sin(2nw) = O, para n entero.

Usando la calculadora usted puede simplificar la expresién en el escritor de

ecuaciones ((P)_zw ) reemplazando e2inm  _ 1. |q figura demuestra la

expresion después de la simplificacion:

| CUFRS | EIG m] EVAL [FRETO]

El resultado es ¢, = (i-nn+2)/(n2n?).

Construyendo la serie de Fourier compleja
Habiendo determinado la expresion general para ¢, podemos construir una

serie de Fourier compleja finita usando la funcién sumatoria (Z) en la
calculadora como sigue:
*  Primero, defina una funcién c(n) representando el término general ¢, en la

serie de Fourier compleja.

_irnemt2!
l:[n] 2 =

:DEFIME

* A continuacién, definir la serie de Fourier compleja finita, F(X,k), donde X
es la variable independiente y k determina el nomero de los términos que
se utilizarén. Quisiéramos idealmente escribir esta serie de Fourier
Compleja finita como

F(X, k)= Zc(n) exp(2 DI vy
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Sin embargo, porque la funcién c(n) no se define para n = 0, es mejor re-
escribir la expresién como

F(X,k,c0)=c0+

2[c<n) exp(2 T XY+ o). exp(—“%-xn,

O, en la linea de la entrada de la calculadora como:

DEFINE('F(Xk,c0) = cO+X(n=1,k,c(n)*EXP(2*i* 1 *n*X/T)+
c(n)*EXP(-(2*i*n*n*X/T))),

donde T es el periodo, T = 2. Las pantallas muestran la definicién de la funcién
Fy el almacenamiento de T = 2:

|EFIHE( ch kycE=cas
Ein=1 cinJ¥ExP{2*%i*

-x-n*Ka-’F‘ RIOD+ci—nr#
F:'lilf"g 2eixmEnxk-FERIOD 2T

+SKIF[ZRIF+H +HIEL | DEL+[DEL L] INZ =

[SRIF+ HIEL | DEL+DEL L

La funcié

puede ser utilizado para generar la expresién para la serie de
Fourier Compleja para un valor finito de k. Por ejemplo, para k =2, cg = 1/3,
y usando t como la variable independiente, podemos evaluar F(t,2,1/3) para
obtener:

tF[e.2.]

1

+E. 260, 8. 32)ke

Este resultado muestra solamente el primer término (cO) y parte del primer
término exponencial en la serie. El tamafio de representacién decimal fue
cambiado a Fix con 2 decimales para poder mostrar algunos de los
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coeficientes en la serie y en el exponente. Segun lo esperado, los coeficientes
son ndmeros complejos.

La funcién F, asi definida, es suficiente para obtener valores de la serie de
Fourier finita. Por ejemplo, F(0.5,2,1/3), puede ser obtenido usando (con los
modos del CAS fijos a Exact, Step/Step, y Complex):

: F[. 5,2,%]
%H—. 7ITI4E956889, @,

= +HUMIAMSI1 . 1]
[—. 404EATEZ2ETE, H.

Aceptar el cambio a modo aApprox si se requiere. El resultado es el valor
-0.40467.... El valor actual de la funcién g(0.5) es g(0.5) = -0.25. Llos
céleulos siguientes demuestran cuén bien la serie de Fourier aproxima este
valor a medida que el nimero de componentes en la serie, dado por k,
aumenta:

F (0.5, 1, 1/3) = (-0.303286439037,0.)

F (0.5, 2, 1/3) = (0.404607622676,0.)

F (0.5, 3, 1/3) = (0.192401031886,0.)

F (0.5, 4, 1/3) = (-0.167070735979,0.)

F (0.5, 5, 1/3) = (-0.294394690453,0.)

F (0.5, 6, 1/3) = (-0.305652599743,0.)

Para comparar los resultados de la serie con los de la funcién original, cargue
estas funciones en la forma interactiva PLOT - FUNCTION ((9)_r=

—_— 7

simulténeamente si usa modo de RPN):

0T - FURCTION
1

EDIT| A0 | DEL [CHOOE[ERAZE] DFAM |
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Cambiar los limites de la ventana del diagrama (C9) WN_) como sigue:

BN FLOT WINDON - FURCTION S5
2|

H-Yigu:-.5

W=NigH:=-1. a.

Indep Low: DefFault High:DeFault
Step: DeFault  _Fixels

Enter HAXiHuH horizantal walug

EDIT] | | AUTO [ERASE] DR |

Presione las teclas | para producir el diagrama:

-.5 2.
-1.

Note que la serie, con 5 términos, "abraza" el gréfico de la funcién muy de
cerca en el intervalo O a 2 (es decir, a través del periodo T = 2). Usted puede
también notar una periodicidad en el gréfico de la serie. Esta periodicidad es
facil de visualizar ampliando el rango horizontal del diagrama a (-0.5,4):

I

+

i ;

-5 2.
-1.

Serie de Fourier para una onda triangular
Considere la funcién

x, if0<x<l
g(x)= :
2—x, ifl<x<?2
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cudl asumimos para ser periédica con periodo T = 2. Esta funcién se puede
definir en la calculadora, en modo ALG, por la expresién

DEFINE('g(X) = IFTE(X<1,X,2:X)')

Si usted comenzé este ejemplo después de que acabé el ejemplo 1 usted tiene
ya un valor de 2 almacenado en la variable PERIOD del CAS. Si usted no esta
seguro de esto, verifique el valor de esta variable, y almacene 2 en ella de ser
necesario. El coeficiente cq para la serie de Fourier se calcula como sigue:

" FUOR TEFRTSLATLED
: FOURIER(a(:),8) La. IFTECRL <1, Rt~k =2
E" IFTEGE 1. HE ~(Rt =2 ]

2
= #+HUMIAMSIL . 1) o
I A N T B B A B T A

La calculadora solicitard un cambio al modo Approx debido a la integracion
de la funcién IFTE() incluida en el integrando. Aceptar el cambio a Approx
produce cg = 0.5. Si ahora deseamos obtener una expresién genérica para el

coeficiente c,, use:

" FLUOR TEFRTSLATTT

IFTEGAt <1, Kt —(kt
EII:‘-*=:t-r|-[El. 2 1.03.14139

A.

MA

la calculadora produce una integral que no pueda ser evaluada

numéricamente porque depende del pardmetro n. El coeficiente puede

calculares, sin embargo, al escribir su definicién en la calculadora, es decir,

lle,EXP i2nrw-X et
2 Jo T
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1 IZ(Q_X).EXP(_M)C{)C
271 T

donde T = 2 es el periodo. El valor de T puede ser almacenado de esta
manera:

Escriba la primera integral en el Escritor de ecuaciones, seleccione la expresién
para producir lo siguiente:

[_—(i-E-n-n-H)] et ™M inm—1

2| e o z '_'Ipl'FMT
8 =

Recuérdese que €™ = cos(nm) + i-sin(nmt) = (-1)" . Realizando esta substitucion
en el resultado anterior tenemos:

_-10—inm-1

2-n2-112-li—1)|-I

| CUFRS | EIG m] EVAL [FRETO]

Presione para copiar este resultado a la pantalla. Entonces, reactive
el Escritor de ecuaciones para calcular la segunda integral que define el
coeficiente c,,, a saber,
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_LErem [—irmem+]l e -

imm _2direm
=

=

= 1(2—H:l-e i

2inm

De nuevo, substituyendo ™ = (-1)", y usando "™ = 1, obtenemos:

Presione para copiar este segundo resultado a la pantalla. Después,
sume ANS(1) y ANS(2) para conseguir la expresién completa para ¢,

T ANSIL+FANSIE
e "M i nr—1 | (=i rem
2 2 irnmo -
= ) 2 m o

FFAR |SOLYR|STATS

El presionar &V pondra este resultado en el Escritor de ecuaciones, donde
podemos simplificarlo (

| CUES | BTG EVAL [FACTO] | CURS | BTG m] EVAL [FACTO] STHF |

De nuevo, substituyendo ™ = (-1)", produce

=11

2 2. .n
nm -1

| CUR: | EXG m] EVAL [FACTO] STHF |

Este resultado se utiliza para definir la funcién c(n) como sigue:
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DEFINE(‘c(n) = - (((-1)n-1)/(n*2*7*2%(-1)"n)’)

es decir,

n
:DEF IME| cinl=——%—F—"}

Después, definimos la funcién F(X,k,cO) para calcular la serie de Fourier (si
usted terminé el ejemplo 1, usted tiene ya esta funcién almacenada):

DEFINE(‘F(X k,cO) = cO+X(n=1,k,c(n)*EXP(2* i * n*n*X/T)+
() *EXPH2*i* t*n*X/T))),
Para comparar la funcién original y la serie de Fourier podemos producir el
diagrama simultdneo de ambas funciones. Los detalles son similares a los del
ejemplo 1, excepto que aqui utilizamos un rango horizontal de 0 a 2 y de un
rango vertical de O a 1, y ajustar las ecuaciones del diagrama segin lo
demostrado aqui:

DEL |CHOOE|ERAFE] DRAN

El gréfico que resulta se muestra abajo para k = 5 (el nomero de elementos en
la serie es 2k+1, es decir, 11, en este caso):

¥
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Del diagrama es muy dificil distinguir la funcién original de la aproximacién de
la serie de Fourier. El uso de k = 2, o 5 términos en la serie, no muestra una
aproximacién tan buena como la anterior:

DEL |CHOOS|ERATE] DEAM

la serie de Fourier Se puede utilizar para generar una onda triangular
periédica (o de dientes de sierra) cambiando el rango horizontal del eje x, por
ejemplo, de =2 a 4. El grafico demostrado a continuacién usa k = 5:

1.7v

Serie de Fourier para una onda cuadrada
Una onda cuadrada puede ser generada usando la funcién

0, if0<x<l1
g(x)=41, ifl<x<3
0, if3<x<4

En este caso, el periodo T, es 4. Cerciérese de cambiar el valor de la variable
a4 (use: @m®). Lla funcién g(X) puede ser definido en la
calculadora usando

DEFINE('g(X) = IFTE((X>1) AND (X<3),1,0))

La funcién se traza como sigue (rango horizontal: O a 4, rango vertical:0 a 1.2

):
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Usando un procedimiento similar al de la forma triangular en el ejemplo 2,
usted puede encontrar que

1 3
¢ :?-Ull-dxj:o.s,

y

Podemos simplificar esta expresién usando &2 = "y 3"/2 = ()" para
obtener:
|" L D I ey .
P -1 +1)i [[_1][n+1]+1]
clnl=——————mm———"— i DEFIME| cln)=—=——"—"—"—"#
2nmi—1) 2 mi—1

La simplificacién del lado derecho de c(n) es mas facil hecha en el papel (es
decir, a mano). Entonces, escriba de nuevo la expresion para c(n) segin lo
demostrado en la figura a la izquierda arriba, para definir la funcién c(n). La
serie de Fourier se calcula con F(X, k, c0), como en los ejemplos 1y 2, con cO
= 0.5.  Por ejemplo, para k = 5, es decir, con 11 componentes, la
aproximacién se demuestra abajo:
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Una aproximaciéon mejor es obtenida usando k = 10, es decir,

Y . )

i

Para k = 20, la aproximacién es aun mejor, pero la calculadora dura més para

producir el gréfico:

Usos de la serie de Fourier en ecuaciones diferenciales
Suponga que deseamos utilizar la onda cuadrada periédica definida en el

ejemplo anterior como la excitacién de un sistema masa-resorte sin

amortiguacién cuya ecuacién homogénea es: d2y/dx? + 0.25y = 0.

Podemos generar la fuerza de excitacién obteniendo una aproximacién con k
=10, a partir de la serie de Fourier, usando SW(X) = F(X,10,0.5):

:DEF IMECSMOI=F(,18.,.5

HOLA
[TERR] Ee | 1 | va |

Podemos utilizar este resultado como la primera entrada a la funcién LDEC

cuando se utiliza para obtener una solucién al sistema d2y/dX? + 0.25y =
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SW(X), donde SW(X) significa funcién Square Wave de X. El segundo articulo
de entrada serd la ecuacién caracteristica que corresponde a la EDO
homogénea mostrada anteriormente, es decir, ‘X*2+0.25" .

Con estas dos entradas, la funciéon LDEC produce el resultado siguiente
(formato decimal cambiante a Fix con 3 decimales).

2. 880

: LDEE[SN[HLH +8. 23
4. @19E-2cCE+HE, HEE, -3

El presionar <3¥ permite que usted vea la expresién entera en el Escritor de
ecuaciones.  Explorando la ecuacién en el Escritor de ecuaciones revela la
existencia de dos constantes de integracién, cCO y cC1. Estos valores pueden
ser calculados usando condiciones iniciales.  Suponga que utilizamos los
valores cCO = 0.5 y cC1 =-0.5, podemos sustituir esos valores en la solucién
arriba usando la funcién SUBST (ver el capitulo 5). Para este caso, utilizar
SUBST(ANS(1),cC0=0.5) @, seguido de SUBST(ANS(1),cC1=-0.5) @, En
la pantalla normal de la calculadora podemos utilizar:

4. B19E—CCA-+HE, BAR
: SUBSTIANST . 06, cod

4. @19E-"2068. SEE+E, BEE,
SUBSTIAMS(L . BE@),=Cl=—1

-3
=Q

4. B19E-28. SEE+IE . BEE .

El ¢ltimo resultado se puede definir como una funcién, FW(X), como sigue
(cortando y pegando el resultado anterior en la linea de entrada):

4, @19E-2-8. JHE+H, BEE,
:DEFI HE[ FlG=1=04 .81 3E-5"
HOYH

Podemos ahora trazar la parte real de esta funcién. Cambie el modo decimal a
Standard, y utilice lo siguiente:
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EEEEEFLOT MINDOM - FURCTION S8
H-Nigu:0. el
W-Wigu:-1. 4.5
Indep Low: [ITETIE] High:Derault
tep: DeFault _Fixel=

Ent@r HiniHUH andgp war walug

EDIT| A0D | DEL [CHOOE[ERAZE] DFAM | EDIT] | [ AUTO [ERASE] DRAH |

La solucién se demuestra abajo:

AW

Transformadas de Fourier
Antes de presentar el concepto de transformadas de Fourier, discutiremos la

definicion general de una transformada integral. En general, una
transformada integral es una transformacién que relaciona una funcién f(t) con

una nueva funciéon  F(s) por una integracién de la  forma
F(s)= rK(s,t)-f(t)-dt. la funcién x(s,t) se conoce como el nicleo

(inglés, kernel) de la transformacién.

El uso de una transformacién integral permite que resolvamos una funcién en
un espectro dado de componentes. Para entender el concepto de un espectro,

considerar la serie de Fourier

f)=a,+ i (a,-cosmx+b, -sinw,x),

n=1

representacién de una funcién periédica con un periodo T.  Esta serie de

Fourier se puede re-escribir como Jf(X) =a, + ZAn -cos(@,x+9,), donde

n=1
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b
A =+a.+b’, ¢ =tan'| |,

a

n

paran=1,2, ...

Las amplitudes A, se referirén como el espectro de la funcién y serén una
medida de la magnitud del componente de f(x) con frecuencia f, = n/T. la
frecuencia bésica o fundamental en la serie de Fourier es fq = 1/T, asi, el resto
de las frecuencias son multiplos de esta frecuencia bésica, es decir, f,, = n .
También, podemos definir una frecuencia angular, ®, = 2n/T = 2nf, = 2
nfp = nwg, donde wg es la frecuencia angular bésica o fundamental de la

serie de Fourier.

Usando la notacién de frecuencia angular, la serie de Fourier se escribe como:

F)=a,+> 4, -cos(@,x +9,).

n=1

=a,+ i(an -cos,x+b, -sinw, x)

n=1

Un diagrama de los valores A, vs. o, es la representacién tipica de un espectro
discreto para una funcién. El espectro discreto demostrara que la funcién tiene
componentes en las frecuencias angulares ®, cudles son mltiplos enteros de la

frecuencia angular fundamental og.

Suponga que necesitamos aproximar una funcién no periédica en
componentes del seno y del coseno. Una funcién no periddica se puede
considerar como una funcién periédica de periodo infinitamente grande. Asi,
para un valor muy grande de T, la frecuencia angular fundamental, wg = 27/T,
se convierte una cantidad muy pequefia, digamos Aw. También, las
frecuencias angulares que corresponden a @, = nwg =nAw, (n=1, 2, ..,
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o), ahora tomar los valores cada vez més cercanos, sugiriendo la necesidad
de un espectro continuo de valores.

La funcién no periddica puede escribirse, por lo tanto, como
f(x)= j:[C(w) -cos(@- x) + S(®) - sin(@- x)|dw,
donde

C(a))zi. [~ £()-cos(@- x) - d,

S(w) =$- [ f(x)-sin(e-x)- dx

El espectro continuo es

A(@) = [C(@)] +[S(@)]

Las funciones C(w), S(w), y A(w) son funciones continuas de una variable , la
cudl se convierte en la variable de la transformacién para las transformadas de
Fourier definidas posteriormente.

Ejemplo 1 - Determinar los coeficientes C(w), S(®), y el espectro continuo
A(w),para la funcién f(x) = exp(x), para x > 0, y f(x) = 0, x < 0.
En la calculadora, escriba y evalte las integrales siguientes para calcular C(w)
and S(w), respectivamente. El CAS se fija a modos Exact y Real.

ol o
2—1"[ & COSTe die L‘ & S TH ) dack
A &

EDIT | CURE | EIG mf EVAL |FACTO| ZIHF EDIT | CURE | EIG

Sus resultados son, respectivamente:
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1 S
[2-w2+2]-n [2-w2+2]-1'r
| CURE | EXG m] EYAL [FACTO) | CURE | EIG ] EYAL [FRCTO] STHF |
El espectro continuo, A(), se calcula como:
T
[z.uz+z:]..-| [E-UE*-E:]-.'I 2w +1

EDIT | CURS i RCTY) EDIT | CURE

Definir esta expresién como funcién usando la funcién DEFINE (Ce)oz ).
Entonces, trace el espectro continuo, en el rango 0 < @ < 10, as:
G

Definicién de las transformadas de Fourier
Diversos tipos de transformadas de Fourier pueden ser definidas. Los siguientes

son las definiciones de las transformadas de Fourier y sus lo contrario usados
en este capitulo:

Transformada de Fourier usando la funcién seno
FAf0) = F@) =2 [} 1) sin@-1)-di
Transformada inversa de Fourier usando la funcién seno
F{F(@)} = f() = [ F(@)-sin(@-1)-di

Transformada de Fourier usando la funcién coseno
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2 oo
FAf 0} =F@)=—- [ f(1)-cos@-1)-a
Transformada inversa de Fourier usando la funcién coseno
F' {F(w)} = f(1) = j:F(a)) -cos(@ 1) - dt
Transformada de Fourier propiamente dicha
1 « —iax
FifO1=F@)=——-[ f@)-e" di
T 4=
Transformada inversa de Fourier propiamente dicha

FUYF(w)} = f({t)= [;F(w) e dt

Ejemplo 1 - Determine la transformada de Fourier de la funcién f(t) = exp(- 1),
para t >0, y f(t) = O, para t<O0.

El espectro continuo, F(w),se calcula con la integral:

| N N e
_J‘ e (H’w)’dtzhm—je 1+io) g

2r %0 g0 Q77 0
:limL 1—exp(—(1+iw)€) :L. 1 .
e 2T I+iw 2r 1+iw

Este resultado puede ser racionalizado multiplicando numerador 'y
denominador por el conjugado del denominador, a saber, 1-iw. Esto produce:

F(w)—i- 1 _L. 1 'l—ia)
27 1+iow 27w \1+iw 1-iw

Pégina 16-50



1 1 . W
5 PR 2
2r\1+w 1+w
la cudl es una funcién compleja.

El valor absoluto de las partes verdaderas e imaginarias de la funcién se
puede trazar segun lo demostrado abajo

Notas:

La magnitud, o valor absoluto, de la transformada de Fourier, |F(w)|, es el
espectro de la frecuencia de la funcién original f(f). Por el ejemplo
demostrado anteriormente, |F(o)| = 1/[2n(1+0?)]'/2.  El diagrama de
| F(w)] vs. ® se mostré anteriormente.

Algunas funciones, tales como valores constantes, sin x, exp(x), x2, etc., no
tienen transformada de Fourier. Las funciones que van a cero suficientemente

répido cuando x va al infinito tienen transformadas de Fourier.

Caracteristicas de la transformada de Fourier
Linealidad: Si a y b son constantes, y f y g funciones, entonces F{a-f + b-g} = a

F{f }+ b F{g}.

Transformacién de derivadas parciales. Sea u = u(x,1). Si la transformada de
Fourier transforma la variable x, entonces

F{ou/ax} = im F{u}, F{o2u/0x?%} = -0? F{u},
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F{ou/af} = oF{u}/at, F{o2u/at?} = 92F{u}/at?

Convolucién: Para aplicaciones de la transformada de Fourier, la operacién de
convolucién se define como

(f*g><x>=ﬁ- [ f(x-&)- (&) de.

Las siguientes caracteristicas aplican para la convolucién:
F{t*g} = F{f}-F{g}.

La transformada rapida de Fourier (FFT)
La transformada répida de Fourier (inglés, Fast Fourier Transform, o FFT) es un

algoritmo de la computadora por el cual uno puede calcular muy
eficientemente una transformada discreta de Fourier (inglés, Discrete Fourier
Transform, DFT).  Este algoritmo tiene usos en el andlisis de diversos tipos de
sefiales que dependen del tiempo, desde medidas de la turbulencia hasta las
sefiales de comunicacién.

La transformada discreta de Fourier de una secuencia de datos {x}i=01,2

..., n-1, es una nueva secuencia finita {X\}, definida como

n—1
X, =S % cexp(-i-2di/nm),  k=012...n-1
n j:()

El céleulo directo de la secuencia X, implica n? productos, lo cudl implicaria

cantidades enormes de tiempo de la computadora (o calculadora)
particularmente para los valores grandes n. La transformada rapida de Fourier
reduce el nimero de operaciones a un orden de n-logon.  Por ejemplo, para n
= 100, la FFT requiere alrededor de 664 operaciones, mientras que el calculo
directo requeriria 10,000 operaciones. Asi, el nimero de las operaciones
usando la FFT se reduce por un factor de 10000/664 = 15.
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La FFT opera en la secuencia {xi} dividiéndola en un nimero de secuencias mdas
corfas. Las DFTs de las secuencias mas cortas se calculan y se combinan
posteriormente de una manera altamente eficiente.  Para los defalles en el
algoritmo referirse, por ejemplo, al capitulo 12 del libro Newland, D.E., 1993,
“An Introduction to Random Vibrations, Spectral & Wavelet Analysis — Third
Edition,” Longman Scientific and Technical, New York.

El Unico requisito para el uso del FFT es que el ntmero n sea una potencia de
2, es decir, seleccionar sus datos de modo que contenga 2, 4, 8, 16, 32, 62,
etc., puntos.

Ejemplos de aplicaciones de la FFT
Las aplicaciones de la FFT implican generalmente los datos discretizados de

una sefial dependiente del tiempo. Lla calculadora puede recibir esos datos,
de una computadora o un colector de datos, para procesarlos. O, usted
puede generar sus propios datos programando una funcién y agregando
algunos nomeros aleatorios a la misma.

Ejemplo 1 - Defina la funcién f(x) = 2 sin (3x) + 5 cos(5x) + 0.5*RAND, en la
cual RAND es el generador uniforme de nimeros aleatorios proveido por la

calculadora. Genere128 datos usando valores de x en el intervalo (0,12.8).
Almacenar esos valores en un arreglo, y aplique una FFT al arreglo.

Primero, definimos el f(x) de la funcién como un programa (en modo RPN):

<< > x ‘2*SIN(3*x) + 5*COS(5*x)’ EVALRAND 5 * + SNUM >>

y almacene este programa en la variabl Después, escriba el programa
siguiente para generar 2™ datos entre a y b. El programa tomara los valores

dem, q,yb:

<<>mab<<2"m EVAL > n << ‘(b-a)/(n+1)" EVAL > Dx << 1 n para j
‘a+(j-1)*Dx’ EVAL NEXT n 2ARRY >> >> >> >>
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Almacene este programa bajo el nombre de GDATA (inglés, Generate DATA).
Entonces, active el programa para los valores, m = 5, a = 0, b = 100. En
modo RPN, use:

CEACEI0I0E

La figura abajo es un diagrama de barras de los datos producidos. Para
obtener el grdafico, primero copiar el arreglo recién creado, entonces
transformarlo en un vector columna usando: OBJ-> >ARRY (las
funciones OBJ> y >ARRY estan disponible en el catélogo de funciones,
(P)_ar ). Almacenar el arreglo en la variable ZDAT usando la funcién STOX
(también disponible en () _ar ).  Seleccione Bar en la opcién TYPE para los
grdficos, cambie la ventana de la gréfica a HVIEW: 0 32, VVIEW: -10 10, y
BarWidth = 1. Presione
calculadora.

para volver a la pantalla normal de la

Para aplicar la FFT al arreglo en el nivel 1 de la pantalla, use la funcién FFT,
disponible en el mend MTH/FFT, al arreglo =DAT: § FFT. Lo funcién FFT
produce un arsenal de los nimeros complejos que son los arreglos de

coeficientes Xj de la DFT.  La magnitud de los coeficientes X, representa un
espectro de frecuencia de los datos originales. Para obtener la magnitud de los
coeficientes usted podria transformar el arreglo a una lista, y después aplicar
la funcién ABS a la lista. Esto es lograda usando: OBJ-> (Ce«) SLST
(s

Finalmente, usted puede convertir la lista de nuevo a un vector columna que se
almacenard en =DAT, como sigue: OBJ> CovJLIST >ARRY
STOZ

Pégina 16-54



Para trazar el espectro, seguir las instrucciones para producir el diagrama de
barra dado anteriormente. El rango vertical necesita cambiarse a -1 to 80. El
espectro de frecuencias es el siguiente:

El espectro muestra dos componentes mayores para dos frecuencias
particulares (éstos son los componentes sinusoidales, sin (3x) y cos(5x)), y un
numero de componentes menores para otras frecuencias.

Ejemplo 2 - Para producir la sefial dado el espectro, modificamos el programa
GDATA para incluir un valor absoluto, de modo que lea:

<< > mab<<2"m EVAL 2 n << ‘(b-a)/(n+1) EVAL > Dx << 1 n para j
‘a+(j-1)*Dx’ EVALt ABS NEXT n ARRY >> >> >> >>

Almacene esta versién del programa en la variable GSPEC (inglés, Generate
SPECtrum, o Generar el eSPECtro). Active el programa conm =6,a=0, b =
100. En modo RPN, use:

Presione al terminar, para guardar una copia adicional del arreglo del
espectro.  Convierta este vector fila en un vector columna y almacénelo en
2DAT. Siguiendo el procedimiento para generar un diagrama de barras, el
espectro generado por este ejemplo se muestra a continuacién. El rango
horizontal en este caso es O a 64, mientras que es el rango vertical es -1 to
10:
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Para reproducir la sefal a partir del especto anterior, use la funcién IFFT.
Puesto que dejamos una copia del espectro en la pantalla (un vector fila), lo
que necesitamos es localizar la funcién IFFT en el mend MTH/FFT o a través del
catélogo de la funcién, (P)_cr . Como alternativa, usted podria simplemente
escribir el nombre de la funcién, es decir, escribir @) @=a @ ® @ @@= . Lla
sefial se demuestra como un arreglo (vector fila) con nimeros complejos.
Estamos interesados solamente en la parte real de los elementos. Para extraer
la parte real de los nimeros complejos, utilice la funcién RE del mend CMPLX
(ver el capitulo 4), por ejemplo, escriba @) @) @ @ @) . Lo qué resulta es
otro vector fila. Convertirlo en un vector de la columna, almacenarlo en =DAT,
y trace un diagrama de barras para mostrar la sefial. La sefial para este
ejemplo se muestra a continuacién, usando un rango horizontal de 0 a 64, y
un rango vertical de -1 a 1:

JJJ—,]‘LIJ.HLMJJALMJHJ-»LLJJE

A excepcién de un pico grande en t = 0, la sefial es sobre todo ruido. Una

escala vertical més pequeda (-0.5 to 0.5) muestra la sefial como sigue:

L

Y.

¥

Pégina 16-56



Solucién a ecuaciones diferenciales especificas de

segundo orden

En esta seccién presentamos y resolvemos ciertos tipos especificos de
ecuaciones diferenciales ordinarias cuyas soluciones se definen en términos de
algunas funciones clésicas, por ejemplo, funciones de Bessel, polinomios de
Hermite, etc. Se presentan los ejemplos en modo RPN.

La ecuacién de Cauchy o de Euler
Una ecuacién de la forma x2(d%y/dx?) + a-x- (dy/dx) + by = 0, donde a y b
son constantes reales, se conoce como la ecuacién de Cauchy o de Euler. Una

solucién a la ecuacién de Cauchy puede ser encontrada si se asume que y(x) =

x".

Escriba la ecuacion como: x*2*d1d Ty(x)+a*x*d 1y(x)+b*y(x)=0’
Después, escriba la solucién sugerida: ‘y(x) = x*n’

El resultado es: ‘x*2*(n*(x*(n-1-1)*(n-1)))+a*x*(n*x*(n-1))+b*x*n =0, el
cudl simplifica  ‘n*(n-1)*x"n+a*n*x"n+b*x"n = 0".  Dividiendo por x"n,

resulta en una ecuacién algebraica auxiliar: ‘n*(n-1)+a*n+b = 0, o

n2+(a—1)'n+b=0_

*  Sila ecuacién tiene dos diversas raices, digamos nq y no, entonces la
solucién general de esta ecuacion es y(x) = Ky-x "y + Kox M.
* Si b=(1-0)2/4, entonces la ecuacién tiene una raiz doble nj = ny = n =

(1-0)/2, y la solucién resulta ser y(x) = (Kq + KoIn x)x".

Ecuacién de Legendre

Una ecuacién de la forma (1x2)-(d%y/dx?)2:x- (dy/dx)+n- (n+1) -y = O, donde
n es un nimero real, se conoce como la ecuacién diferencial de Legendre.
Cualquier solucién para esta ecuacién se conoce como funcién de Legendre.
Cuando n es un entero no negativo, las soluciones se conocen como
polinomios de Legendre. Los polinomios de Legendre de orden n se escriben
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— ¥ _1\m . (271—277’1)' Ln2m
P”(x)_;( =2 ™
e S v )
27 (n))? 2" A n—1)l(n—-2)!

donde M =n/2 o (n-1)/2, cualesquiera que sea un entero.

Llos polinomios de legendre estan pre-programados en la calculadora y
pueden ser activados usando la funcién LEGENDRE dado el orden del
polinomio, n. Lla funcién LEGENDRE puede ser obtenido del catalogo de
funciones ((PJ)_a ) o a través del mend ARITHMETIC/POLYNOMIAL (ver el
capitulo 5). En modo RPN, se obtienen los primeros seis polinomios de
Legendre como sigue:

O LEGENDRE, resulta: 1, es decir,  Pg(x)=1.0.

1 LEGENDRE, resulta: ‘X, es decir,  Py(x)=x.

2 LEGENDRE, resulta: ‘(3*X*2-1)/2,  esdecir,  Po(x)=(3x%1)/2
3 LEGENDRE, resulia: ‘(5*X*3-3%X)/2', es decir,  P3(x)=(5x3-3x)/2.
4 |LEGENDRE, resulta: /(35*X"4-30*X"2+3)/8’, es decir,

P4(x) =(35x*-30x2+3)/8.
5 LEGENDRE, resulta: ‘(63*X*5-70*X"3+15*X)/8", es decir,
P5(x) =(63x°-70x3+15x)/8.

la EDO  (1x2)(d%y/dx?)-2:x- (dy/dx)+[n- (n+1)-m2/(1x?)] -y = O, tiene por
solucién la funcién y(x) = P M(x)= (1x2)™/2(d™Pn/dx™).  Esta funcién se

refiere como funcién asociada de Legendre.

Ecuacién de Bessel
La ecuacién diferencial ordinaria x2-(d%y/dx?) + x- (dy/dx)+ (x*v?) -y = 0O,
donde el parédmetro v es un nimero real no negativo, se conoce como
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ecuacion diferencial de Bessel.  Las soluciones a la ecuacién de Bessel se dan
en términos de funciones de Bessel de primera clase de orden v:

o m 2m

v (_1) "X
J,(x)=x"- Z

Y i TV +m+1)

donde v no es un entero, y la funcién Gamma T'(c) se define en el Capitulo 3.

Si v =n, es un entero, las funciones de Bessel de primera clase para n = entero
se definen por

oo m 2m

_ D" -x

J, (x)=x"- Z

S22l (n+ m)!

Sin importar si utilizamos v (no entero) 6 n (entero) en la calculadora, podemos
definir las funciones de Bessel de primera clase usando la serie finita siguiente:

k L) =000
e o

H=l HEC R

EDIT | CURE

Asi, tenemos control sobre el orden de la funcién, n, y sobre el nomero de
elementos en la serie, k. Una vez que usted haya escrito esta funcién, usted
puede utilizar la funcién DEFINE para definir la funcién J(x,n,k). Esto creard la

variable en el meno.  Por ejemplo, para evaluar J3(0.1) usando 5

términos en la serie,  calcule J(0.1,3,5), es decir, en modo RPN:

COCICP(3D G5 E F| resultado es 2.08203157E-5.

Si usted desea obtener una expresién para Jo(x) con, digamos, 5 términos en

la serie, use J(x,0,5). El resultado es
1-0.25*x"2+0.015625*x"4-4.3403777E-4*x"6+6.782168E-6*x" 8-
6.78168*x"10".

Para valores no enteros v, la solucién a la ecuacién de Bessel se da por
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y(x) = Ky-Jy{x)+Ko:Ly (x).

Para los valores del nimero entero, las funciones J,(x) y J.,(x) son linealmente

dependiente, dado que J,(x) = (-1)"J.4(x), por lo tanto, no podemos utilizarlos
para obtener una funcién general a la ecuacién. En lugar, introducimos las
funciones de Bessel de segunda clase definidas como

Yo(x) = [Jy(x) cos vit = J_,(x)]/sin vr,

para v no entero, y para n entera, con n > 0, por

0 S T e

22" ml(m + n)!

Y(x)—— J, (x)- (ln +;/)+

m=0

-n -1 '

T

donde v es la constante de Euler, deflnldd por

y =lim[l +l+l+...+l—lnr] = 0.57721566490...,

roes 23 r
y hy, representa la serie arménica

hm=1+l+l+...+l
2 3 m

Para el caso n = 0, la funcién de Bessel de segunda clase se define como
)" h
Y, (x)== {] (x)-(In= +y)+z(22m)T xzm}

Con estas definiciones, una solucién general de la ecuacién de Bessel para
todos los valores de ves  y(x) = Ky-J,(x)+Ko: Y, (x).
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En algunos casos, es necesario proporcionar soluciones complejas a las
ecuaciones de Bessel definiendo las funciones de Bessel de tercera clase de

orden v como

HalP(x) = J,(x)+i-Yy (%), and HP(x) = 1, (x)=i-Y,(x),

Estas funciones también se conocen como las primeras y sequndas funciones
de Hankel de orden v.

En algunas aplicaciones usted puede también tener que utilizar las funciones
de Bessel Modificadas de primera clase de orden v definidas como

ly(x)=-Jy (i),
donde i es el ntmero imaginario de la unidad. Estas funciones son soluciones a
la ecuacion diferencial x2(d2y/dx2) + x- (dy/dx)- (x2+v?) -y = 0.

Las funciones de Bessel modificadas de sequnda clase,

Ky(x) = (m/2) L, (x)}-1y (x)]/sin v,

son también las soluciones de esta EDO.

Usted puede implementar las funciones de Bessel en la calculadora de una
manera similar a aquella usada para definir las funciones de Bessel de
primera clase, pero teniendo presente que las series infinitas en la calculadora
necesitan ser traducidas a una serie finita.

Polinomios de Chebyshev o Tchebycheff
Las funciones T,,(x) = cos(n-cos! x), y U,(x) =sin[(n+1) cos’! x]/(]-xz)]/z, n=
0, 1, ... se llaman polinomios de Chebyshev o Tchebycheff de la primera y

segunda clase, respectivamente. Los polinomios Tn(x) son soluciones de la
ecuacion diferencial (1x2)-(d2y/dx?) — x- (dy/dx) + n2y = 0.

En la calculadora la funcién TCHEBYCHEFF genera el polinomio de Chebyshev
o Tchebycheff de la primera clase de orden n, dado un valor de n > 0. Si el
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nimero entero n es negativo (n < 0), la funcién TCHEBYCHEFF genera un
polinomio de Tchebycheff de segunda clase de orden n que se define como
Un(x) = sin(n-arccos(x))/sin(arccos(x)).

Usted puede tener acceso a la funcion TCHEBYCHEFF a través del catalogo de
funciones ((P) _ar ).

Los primeros cuatro polinomios de Chebyshev o de Tchebycheff de la primera y
segunda clase son sigue obtenido del como:

O TCHEBYCHEFF, resulta: 1, es decir,  Tp(x) = 1.0.
-0 TCHEBYCHEFF, resulta: 1, es decir, Uog(x) = 1.0.
1 TCHEBYCHEFF, resulta: ‘X, es decir,  Ty(x) = x.

-1 TCHEBYCHEFF, resulta: 1, es decir, Uq(x) =1.0.
2 TCHEBYCHEFF, resulta: ‘2*X"2-1, es decir,  Ty(x) =2x21.
-2 TCHEBYCHEFF, resulta: ‘2*X’, es decir,  Uy(x) =2x.

3 TCHEBYCHEFF, resulta: ‘4*X"*3-3*X’, esdecir,  T3(x) = 4x3-3x.
-3 TCHEBYCHEFF, resulta: ‘4*X"2-1", es decir,  Uj(x) = 421,

Ecuacién de Laguerre
la ecuacién de Laguerre es la EDO lineal de segundo orden de la forma

x-(d2y/dx?) +(1-x)- (dy/dx) + n-y = 0. Polinomios de Laguerre, definidos como

L,(x)=1, Ln(x)ze_'.d(x—};e)’nz
n! dx

son soluciones a la ecuacién de Llaguerre. los polinomios de laguerre se

L,2,...

’

m!

m=0

n _ m n
pueden también calcular con: L, (x) = Z =D ( j-xm.
m

G

n!

:1—n-x+—n(n_1)-x2—

T
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El término

n) n! _C
m m'(n m)! (n.m)

es el coeficiente m de la expansién binomial (x+y)". . También representa el
nimero de combinaciones de n elementos tomados m a la vez. Esta funcién
estd disponible en la calculadora como funcién COMB en el mend MTH/PROB
(ver también el capitulo 17).

Usted puede definir la funcién siguiente para calcular los polinomios de
Laguerre:

n m
LCen)= > %-CDHB(n,mj-xm
m=a

Al terminar de escribir escritor de ecuaciones use la funcién DEFINE para crear

la funcién L(x,n) en la variable

Para generar los primeros cuatro polinomios de Laguerre use, L(x,0), L(x, 1),
L(x,2), L(x,3). Los resultados son:

Lo(x) =
Lq(x) = Tx.
Lo(x) = 12x+ 0.5x2
L 3(x) = 1-3x+1.5x%0.16666...x3.

Ecuacién de Weber y polinomios de Hermite

Se define la ecuacién de Weber como d2y/dx2+(n+1/2-x2/4)y =0, para n =
0, 1, 2, ... Una solucién particular de esta ecuacién es dada por la funcién,
y(x) = exp(x2/4)H" (x/V2), donde la funcién H'(x) es el polinomio de Hermite:

n

Hy*=1, H, *(x)=(1)e” @), n=12,.
dx”
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En la calculadora, la funcién HERMITE, estd disponible a través del meng
ARITHMETIC/POLYNOMIAL. La funcién HERMITE tomas como argumento un
numero entero, n, y produce el polinomio de Hermite del grado n. Por
ejemplo, los primeros cuatro polinomios de Hermite son obtenidos usando:

0 HERMITE, resulta: 1, es decir, Hy = 1.
1 HERMITE, resulta: '2*X,, es decir, Hy " = 2x.
2 HERMITE, resulta: "4*X"2-2", es decir, HQ* = 4x22.

3 HERMITE, resulta: '8*X*3-12*X’, es decir, Hy " = 8x3-12x.

Soluciones numéricas y graficas de las EDOs
Las ecuaciones diferenciales que no pueden ser solucionadas analiticamente se

pueden solucionar numéricamente o graficamente segun lo ilustrado abaijo.

Solucién numérica de una EDO de primer orden
Con el uso de las soluciones numéricas (CP)Mmsy ), se puede activar una forma

inferactiva que permite resolver ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de
primer orden.  El uso de este procedimiento se presenta usando el ejemplo
siguiente. El método usado en la solucién es un algoritmo de Runge-Kutta de
cuarto orden preprogramado en la calculadora

Ejemplo 1 - Suponga que deseamos resolver la ecuacién diferencial, dv/dt = -

15v1/2 conv=4att=0. Nos piden encontrar v para t = 2.

Primero, cree la definicién de la expresién para la derivada y almacenarlo en
la variable EQ. Lla figura de la izquierda muestra la instruccién en modo de
ALG, mientras que la figura de la derecha muestra la pantalla RPN antes de

presionar (s ).

1.5JupER %= im
t-1.50 : -1.5Ju
=[1.5Ju]l 1 'ER’
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Entonces, active las soluciones numéricas y seleccione la soluciéon de
ecuaciones diferenciales:  (P)wmsy (3 B
pardmetros:

Escriba los siguientes

: = SOLYE YU ITISFIT,Y)
Fi -1.5=J\!
Indep:t Init:[d Final 2

saln: 1 Init:d Fina . [
Tok: , BAEA] step: DF 1t _ stirs

Frgzs SOLVE For Findl folkn walug

ERIT] | |  JInIT+[oLVE

El resultado es 0.2499 =

Para solucionar, presione: |
0.25. Presione i

(espere)

Solucién presentada como tabla de valores
Suponer que deseamos producir una tabla de valores de v, para t = 0.00,

0.25, ..., 2.00, procederemos como sigue:

Primero, prepare una tabla para anotar sus resultados. Anote en su tabla los
resultados paso a paso:

t \%
0.00 0.00
0.25
2.00

Después, dentro del ambiente SOLVE, cambie el valor final de la variable
independiente a 0.25, use :

. (espere)
(Calcule v para t = 0.25, v = 3.285 ....)
(espere) &
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(Cambia valor inicial de t a 0.25, y el valor final de t a 0.5, calcule v(0.5) =

> (espere)
(Cambia valor inicial de t a 0.5, y el valor final de t a 0.75, calcule v(0.75) =

g (espere)
(Cambia valor inicial de t a 0.75, y el valor final de t a 1, calcule v(1) =
1.562...)

Repetir para t = 1.25, 1.50, 1.75, 2.00. Presione ! después de ver el
resultado pasado con Para volver a la pantalla normal de la
calculadora, presione o

mostradas en la pantalla, con el resultado més reciente en el nivel 1.

Las diversas soluciones serdn

Los resultados finales resultan ser (redondeados al tercer decimal):

t v
0.00 4.000
0.25 3.285
0.50 2.640
0.75 2.066
1.00 1.562
1.25 1.129
1.50 0.766
1.75 0.473
2.00 0.250

Solucién grafica de una EDO de primer orden
Cuando no podemos obtener una solucién de forma cerrada para una integral,

podemos trazar siempre la integral seleccionando Diff Eg en la opcién
TYPE del ambiente PLOT como sigue: suponer que deseamos trazar la posicién
x(t) para una funcién de la velocidad v(t) = exp(+?), con x = 0 at t = 0.
Sabemos que no hay expresién de forma cerrada para la integral, sin

embargo, sabemos que la definicién de v(t) es dx/dt = exp(?).
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La calculadora permite trazar la solucién de la ecuacién diferencial de la forma
Y'(T) = K(T,Y). Para nuestro caso, sean Y = x y T =1, por lo tanto, F(T,Y) = f(t, x)

= exp(+%). Tracemos la solucién, (1), para t = 0 a 5, usando la secuencia
teclas siguiente:

(9 om0 (simultdneamente, si en modo RPN) para activar el ambiente

PLOT

* Destacar la opcién TYPE, usando las teclas (@< . Presione
seleccione Diff Eg, usando las teclas (a\<3> . Presione

* Cambie la opcién F: a ‘EXP(- t"2)’

* Cercidrese de que los parametros siguientes estén fijados a: H-VAR: 0,
V-VAR: 1

* Cambie la variable independiente a t .

*  Acepte los cambios a PLOT SETUP:

e (=) m_ (simultdneamente, si en modo RPN). Para acceder el ambiente
PLOT WINDOW

*  Cambie los rangos de la gréfica a los valores siguientes: H-VIEW: -15;
V-VIEW: -11.5

* También, utilice los valores siguientes para los parédmetros restantes: Init:
0, Final: 5, Step: Default, Tol: 0.0001, Init-Soln: O

*  Para trazar la gréfica, use:

| ZooR [en,va] | [EDIT[CARCL]

Cuando usted observa el gréfico siendo trazado, usted notaré que el grafico
no es muy continuo. Eso es porque el trazador estd utilizando un paso del
tiempo que pueda ser muy grande para producir una grdfica continua. Para
refinar el grafico y para hacerlo mas continuo, utilice un paso de 0.1.
Presione

una vez mds
para repetir el grafico. El diagrama duraré para ser terminado, pero la forma

# y cambie Step : a 0.1, después use
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NXT

es definitivamente mds continua que antes. Intentar lo siguiente:
para ver etiquetas y rangos.

1.5]1

Note que las etiquetas para las hachas estan demostradas como O (horizontal,
para 1) y 1 (vertical, para x). Estas son las definiciones para la pantalla PLOT
SETUP (=) 2 ), es decir, HVAR: O, and VVAR: 1. Para ver la solucién
grdfica detalladamente utilizar lo siguiente:

Recobrar ment y la pantalla PICT.

Para determinar coordenadas de puntos en el gréfico.

Use las teclas @ (> para mover el cursor alrededor del drea del diagrama.
En la parte inferior de la pantalla usted veréd los coordenadas del cursor como
(X,Y), es decir, la calculadora utiliza X y Y como los nombres de los ejes

horizontal y vertical, respectivamente.  Presione para recuperar el
mend y volver a la pantalla PLOT WINDOW. Finalmente, presione para
volver a la pantalla normal.

Solucién numérica de una EDO de segundo orden
Integracién de EDOs de segundo orden puede ser logrado definiendo la

solucién como vector. Por ejemplo, suponer que un sistema de masa-resorte
estd sujeto a una fuerza amortiguadora proporcional a su velocidad, de modo
que la ecuacién diferencial que resulta es:

2
X _ 1875 x-1.962- %
di di
o X'= -18.75x-1.962x,
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sujeta a las condiciones iniciales, v = x' = 6, x = 0, at t = 0. Deseamos
encontrar x, x' att =2,

Reescriba la EDO como: w' = Aw, donde w = [ x x' ], y A es la matriz 2x2
que se muestra a continuacién.

X '_ 0 1 X
x| |[=1875 —1.962| |x'

Las condiciones iniciales ahora se escriben como w = [0 6], para t = 0.
(Nota: El simbolo [ 1" significa la transpuesta del vector o de la matriz).

Para solucionar este problema, el primeros, crear y almacenar la matriz A, por
ejemplo, en modo ALG:

[ 18.75 -1. 952]"“
_18 75 -1. 963

Entonces, activar la solucién numérica de ecuaciones diferenciales usando:
sy (¥

= 0 y tiempo final t = 2, la forma interactiva para la solucién numérica de
ecuaciones diferenciales se muestra a continuacién (note que el valor Init: para
Soln: es un vector [0, 6]):

Para resolver la ecuacién diferencial con tiempo inicial

SOLVE YU CTa=FiT,¥)
F A*w

Indep:t  Indit:{ Final =
setn: 1y Init:[, @, Final [N
Tol: AEE] ztep: DF 1% _ StiFrF

Fresz SOLYE for Final soln uvalug

EDIT] | |  [INIT+fS0
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Presione | (espere para calcular w(t=2). La solucién es [.16716
.6271...], es decir, x(2) = 0.16716, y x'(2) = v(2) = -0.6271. Presion
para volver al ambiente SOLVE.

Solucién presentada como tabla de valores
En el anterior ejemplo estébamos interesados solamente en encontrar los

valores de la posicién y de la velocidad en un momento dado t. Si deseamos
producir una tabla de valores de x y x', para t = 0.00, 0.25, ..., 2.00,
procederemos como sigue: Primero, preparar una tabla para anotar sus
resultados:

t X X'
0.00 0.00 6.00
0.25
2.00

A continuacién, dentro del ambiente SOLVE, para cambiar el valor final de la
variable independiente a 0.25, use:

(espere)
=[0.968 1 368] )
i (espere) T
(Comb|c| valor inicial de t to 0.25, y el valor final de t a 0.5, calcule
nuevomente w(0.5) =[0.748 2.616])

(Camblo valor inicial de t to 0.5, y el valor final de t a 0.75, calcule
e w(0.75) = [0.0147 -2.859])

(Comblo valor inicial de t to 0.75, y el valor final de t a 1, calcule nuevamente
w(1) = [0.469 -0.607])
Repita para t = 1.25, 1.50, 1.75, 2.00. Presione

Para volver a la pantalla normal de la calculadora,

i después de ver el

resultado anterior en i3
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presione o Las diversas soluciones serdn demostradas en la
pantalla, con el resultado més reciente en el nivel 1.
los resultados son:

t x x' t x x'
0.00 0.000 6.000 1.25 | -0.354 | 1.281
0.25| 0.968 1.368 1.50 | 0.141 | 1.362
0.50 | 0.748 2.616 1.75 | 0.227 | 0.268

0.75] -0.015 | -2.859 2.00 | 0.167 | -0.627
1.00 | -0.469 | -0.607

Solucién gréfica para una EDO de segundo orden
Comenzar activando las soluciones numéricas para ecuaciones diferenciales,

sy () . La pantalla SOLVE luciré de esta forma:

E ROLME Y CTX=F 0T, W0 2
F: A*w

Indep:+ Init:[d Final 2
satn: 1y Init:[, @, Final [N
Tol: , AAEA]L step: DF 1% _ 5tifFf

Fresz SOLYE for Final soln uvalug

ERIT] | |  [InIT+[SoLvE

Note que la condicién inicial para la solucién (Soln: w Init:[0., ...) incluye el
vector [0, 6]. Presione

A continuacién, presione (9] 20 (simulténeamente, si en modo RPN) para
activar el ambiente PLOT. Seleccione la opcién TYPE, usando las teclas
(& . Entonces, presione y seleccione la opcién Diff Eg, usando
las teclas (@3> . Presione I, Modifique el resto del ambiente PLOT
SETUP de manera que luzca de esta forma:
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F:ifmM

H=Yar:d W=tar:1 — StifFF
Indep:t
H=Tick:1d. W-Tick:1d. g Fixals

Choosa t4pe oF plot
| [CHoos]  [RREZs|ERAZE] DFAH |

Note que la opcién V-Var: se ajusta a 1, indicando que el primer elemento en
la solucién del vector, a saber, x, serd trazado contra la variable
independiente t. Acepte los cambios a PLOT SETUP presionando i

Presione () WN_ (simultdneamente, si en modo RPN) para activar el ambiente
PLOT WINDOW. Modifique esta forma inferactiva de esta manera:

FLOT HINDOW - DIFF E%

H-view B 2.5

W-Wigu:-5. 5.

Init: 0. Fipal: 2.5
Step: L1 Tol: 000l

Init=Zoln: [D.,6.]

Entar HiniHUH hocrizental walug

EDRIT] | | [ERAZE]

Para trazar la gréfica x’ vs. t use: El diagrama de x’ vs. t es el

siguiente:

Para trazar la segunda curva usaremos la forma interactiva PLOT SETUP una

NXT

vez mds. Para activar esta forma partiendo del gréfico use:
(<) 20 (simulténeamente, si en modo RPN) . Cambie el valor de V-Var: a 2, y
o se pierde el gréfico producido

presione (no presione
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anteriormente). Use: para ver etiquetas y la rango de
los ejes. Notar que la etiqueta del eje x es el nimero O (indicando la variable
independiente), mientras que la etiqueta del eje y es el nimero 2 (indicando la

segunda variable, es decir, la Gltima variable trazada). El gréfico combinado

es el siguiente:
, a
-1 ' .

-5,

Presione para regresar a la pantalla normal de la
calculadora.

Solucién numérica para una EDO rigida de primer orden
Considere la EDO: dy/dt = -100y+100t+101, sujeta a la condicién inicial y(0)
=1.

Solucién exacta
Esta ecuaciéon se puede escribir como dy/dt + 100 y = 100 t + 101, y

resolverse usando un factor integral, IF(f) = exp(1001), como sigue (RPN, con
CAS ajustado a modo Exact):

‘(100*t+101)*EXP(100*1) Y RISCH
El resultado es ‘(++1)*EXP(100*t)".
Después, agregamos una constante de integracién, usando: ‘C’

Entonces, dividimos por Fl(x), usando: ‘EXP(100*t)" ve)(=).

El resultado es: “((+1)*EXP(100*1)+C)/EXP(100*1), es decir, y(t) = 1+ t +C-e'%,

El uso de la condicién inicial y(0) = 1, produce 1 =1+ 0 + Ce?, 6C=0, la
solucién particular es y(t) = T+t
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Solucién numérica
Si procuramos una solucién numérica directa de la ecuacién original dy/dt = -

100y+100t+101, wusando la solucién numérica de la calculadora,
encontramos que la calculadora tarda mucho mas en producir una solucién
que en el anterior ejemplo de primer orden.  Para verificar esto, use ()

NMWﬂV(::7

SOLVE YU OTX=FLIT,Y2
F —-1@a, #/+188, £t +1
Indep:t  Init:d Final 2

Seln: Y Init:] Final [N
Tol:  BHEE] Ztep: DF 11 _ FtiFr

Frez=z SOLVE For Findl oln ualug

] I A N i

Aqui estamos intentando obtener el valor de y(2) dado y(0) = 1. Con soln:
Final seleccionado, presione Usted puede comprobar que una
solucién toma cerca de 6 segundos, mientras que en el anterior ejemplo la
solucién era casi instantdnea. Presione para cancelar el calculo.

Esto es un ejemplo de una ecuacién diferencial ordinaria rigida.  Una EDO
rigida es una en que la solucién general contiene componentes que varian a
velocidades muy diferentes bajo el mismo incremento en la variable
independiente.  En este caso particular, la solucién general, y(t) = 1+ t

+Ce19%"  contiene los componentes ¥ y ‘Ce!%% las cudles varian
velocidades diferentes, a excepcién de los casos C=0 o C=0 (por ejemplo,

para C = 1,1=0.1, C-e'00' =22026).

La solucién numérica de EDOs de la calculadora tiene en cuenta la solucién de
EDOs rigidas seleccionando la opcién _stiff en la pantalla soLve v’ (1) =
F(T,v). Con esta opcién seleccionada, es necesario proveer los valores de
ot/dy y of/at. Para el caso bajo consideracién of/dy = -100 y of/at = 100.

Escriba esos valores en los localidades correspondientes de la pantalla sorLve
Y'(T) = F(T,Y):
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SOLVE YU ITISFOT, W) 5

F: =108, Fau: —1A,, arat: 1808
Indep:t Init:[ Final 2
aln: % Init:] Fina L paigs N

Tol: , BEA1 step: DF 11 o Starf

Fresz Z0LVE For Findl Soln uaglug

ERIT] | |  [INIT+[S0LYE

Al terminar, mueva el cursor a la localidad soin:Final y presione §
Esta vez, la solucién se produce en 1 segundo, més o menos. Presione

para ver la solucién: 2.9999999999, es decir, 3.0.

Nota: Lo opcién stiff estd también disponible para las soluciones
grdficas de ecuaciones diferenciales.

Solucién numérica a EDOs con el mend SOLVE/DIFF
El ment SOLVE se activa usando 74 MENU en modo RPN. Este ment se

presenta detalladamente en el capitulo 6. Uno de los sub-mengs, DIFF, contiene
las funciones para la solucién numérica de las ecuaciones diferenciales
ordinarias para usar en programacién. Se describen estas funciones usando el
modo RPN y la bandera, o sefial, de sistema 117 fija a SOFT menus.

Las funciones proveidas por el mend SOLVE/DIFF son las siguientes:

Funcién RKF

Esta funcién se utiliza para computar la solucién a un problema del valor inicial
para una ecuacién diferencial de primer orden usando el esquema de solucién
de Runge-Kutta-Fehlbert de orden 4 a 5. Suponer que la ecuacién diferencial
que se solucionaréd estéd dada por dy/dx = f(x,y), con y = 0 para x = 0, y que
usted permitira un criterio de convergencia € para la solucién. Usted puede
también especificar un incremento en la variable independiente, Ax, ser
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utilizado por la funcién.  Para activar esta funcién usted preparard su la
pantalla como sigue:

3: %,y ‘Hxy)'}
2: {e Ax}
1:

Xfinal

El valor en el primer nivel del pantalla es el valor de la variable independiente
donde usted desea encontrar la solucién, es decir, usted desea encontrar, yfnql
= f,(xfingl), donde f,(x) representa la solucién a la ecuacién diferencial. El
segundo nivel de la pantalla puede contener solamente el valor de ¢, y el paso
Ax serd tomado como un valor prefijado pequefio. Después de activar la
, la pantalla mostraré las lineas:

funcién

{X, "y, “Hxy)}
€

o

El valor de la solucién, yfinql estard disponible en la variable Esta

funcién es apropiada para programar puesto que deja las especificaciones de
la ecuacién diferencial y la tolerancia en el pantalla, listas para una nueva
solucién.  Note que la solucién utiliza las condiciones iniciales x = O para 'y =
0. Si, son sus soluciones iniciales actuales son x = xjnit para y = yinit, usted
puede agregar siempre estos valores a la solucién proveida por RKF, teniendo
presente la relacién siguiente:

Solucién RKF Solucién actual
X Y X Y
0 0 Xinit Yinit
Xfinal Yfinal Xinit + Xfinal | Yinit + Yfinal

Las pantallas siguientes muestran la pantalla RPN antes y después de la
aplicacién de la funcién RKF ala ecuacion diferencial dy/dx = x+y, € = 0.001,
Ax=0.1.
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{xux+f

Después de aplicar la funcién RKF, la variable contiene el valor 4.3880...

Funcién RRK

Esta funcién es similar a la funcién de RKF, excepto que RRK (métodos de
Rosenbrock y Runge-Kutta) requiere como una lista en el nivel 3 de la pantalla
conteniendo los nombres de las variables independiente y dependiente y de la
funcién que define la ecuacién diferencial, asi como las expresiones para la
primera y segunda derivadas de la expresién. Asi, la pantalla de entrada
para esta funcién la pantalla es la siguiente:

3: X, y, ‘Hxy) ‘of/ox" ‘ot/ay’ }

2: {e Ax}

1: Xfinal
El valor en el primer nivel del pantalla es el valor de la variable independiente
donde usted desea encontrar la solucién, es decir, usted desea encontrar, yfnql
= f(xfinal), donde fi(x) representa la solucién a la ecuacién diferencial.  El

segundo nivel de la pantalla puede contener solamente el valor de ¢, y el paso
Ax serd tomado como un valor prefijado pequefio. Después de ejecutar la

funcion la pantalla mostrara las lineas:
2: X, 'y, ‘Hxy) ‘of/ox" ‘ot/ay’ }
1: {e Ax}

El valor de la solucién, yyingl, estard disponible en la variable

Esta funcién se puede utilizar para solucionar las llamadas ecuaciones
diferenciales "rigidas.”
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Las siguientes pantallas muestran la pantalla RPN antes y después uso de la
funcion RRK:

gL omo9 '—1@@* +lEE%E: i
+181" 16 (515 . =Y Y —IBB* + 1868 %
=4 < EEI .1 3 +1@1 18a '—-1@8' >
: = 1= . B8]

El valor almacenado en la variable y es 3.00000000004.

Funcion RKFSTEP

Esta funcién utiliza una lista de entrada similar a la de la funcién RKF, asi como
la tolerancia para la solucién, y un posible paso Ax, y produce la misma lista
de la entrada, seguida por la tolerancia, y una estimacién del paso siguiente
en la variable independiente. La funcién produce la lista de la entrada, la
tolerancia, y el paso siguiente en la variable independiente que satisface esa
tolerancia. Asi, la pantalla luce como sigue:

3: {IXII Iyl, If(xly)l}
2: €
1: AX

Después de aplicar esta funcién, el pantalla mostrard las lineas:

3: {IXI, lyl, /f(x,y)l}
2: €
1: (Ax)nex’r

Por lo tanto, esta funcién se utiliza para determinar el tamafio apropiado de un
paso del tiempo para satisfacer la tolerancia requerida.

Las siguientes pantallas muestran la pantalla RPN antes y después uso de la
funcién RKFSTEP:

= I L = Towog "uEy!
=H = ?BBI =H . BE]
1: ] 1 i . 348423095661

Estos resultados indican eso (Ax),ex = 0.34049...
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Funcién RRKSTEP

Esta funcién utiliza una lista de entrada similar a la de la funcién RRK, asi como
la tolerancia para la solucién, un paso posible Ax, y un nomero (LAST)
especificando el método pasado usado en la solucién (1, si RKF fue utilizada, 6
2, si RRK fue utilizada). Lla funcién RRKSTEP produce la misma lista de la
entrada, seguida por la tolerancia, una estimacién del paso siguiente en la
variable independiente, y el método actual (CURRENT) usado para llegar al
paso siguiente. Asi, la pantalla de entrada luce como sigue:

4: %,y ‘Hxy)'}
3: €
2: Ax
1: LAST
Después de activar esta funcién, la pantalla mostrara las lineas:

4: %,y ‘Hxy)'}

: €
2: (AX)next
1: CURRENT

Asi, esta funcién se utiliza para determinar el tamafio apropiado de un paso
del tiempo ((Ax),ex) satisfacer la tolerancia requerida, y el método llegaba ese

resultado (CURRENT).

Las pantallas siguientes muestran la pantalla RPN antes y después uso de la
funcién RRKSTEP:

" =1 B0EEy+ ] EE

LR "=l BB+ 1 EE
. tia1’ 1@a ‘- EI'E‘} ¥

= HE N Y

+1@a1" 1@a '-18"'
i=H . BEE]
= 3. SEEFESSIBBFEIS

| kKK |RRFETIRERETIRKFER]

Estos resultados indican que (Ax),eqt = 0.00558... ye que el método RKF
(CURRENT = 1) debe utilizarse.
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Funcién RKFERR

Esta funcién produce un estimado del error absoluto para un paso dado al
solucionar un problema como el descrito para la funcién RKF. La pantalla de
entrada luce como sigue:

2 .y, oy}

1: Ax

Después de activar esta funcién, la pantalla mostrara las lineas:

4: {IXI’ Iyl, lf(xly)l}
3: £

2: Ay
1: error

Asi, esta funcién se utiliza para determinar el incremento en la solucién, Ay, asi
como el error absoluto (error).

Las siguientes pantallas muestran la pantalla RPN antes y después uso de la
funcién RKFERR:

Lox g 'xEg' G

=t .1
=H B2V 2E1 24227
1 —1.3953742897H1E-&
kR [RRFETIRRRETIRRFERIRSEER

Estos resultados indican que Ay = 0.827... y el error = -1.89...x10%.

Funcién RSBERR

Esta funcién opera de manera similar a RKERR pero con los elementos de
entrada de la funcién RRK. Por lo tanto, la pantalla de entrada lucird como

sigue:
2: X, 'y, ‘Hxy) ‘of/ax ‘of /vy’ }
1: Ax
Después de activar la funcién, la pantalla mostrara las lineas:
4: X, Yy, ‘Hxy) ‘of/ox ‘of /vy }:
; €
2: Ay
1: error
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Las siguientes pantallas muestran la pantalla RPN antes y después uso de la
funcién RSBERR:

it :H o —1@@*?+1@B*K
=H +1@1 18 '-

=H Y 1@@*?+1@E*K i=H .1

+1@1 1@ =H 15144617156

1: E rezlivicgld

Estos resultados indican que Ay = 4.1514... y el error = 2.762..., para Ax
0.1. Compruebe que, si Ax se reduce a 0.01, Ay = -0.00307... y el error
0.000547.

Nota: A medida que Ud. ejecuta las funciones en el mend DIFF, se
producirdn valores de x y y que se almacenan como variables en su
calculadora.  Llos resultados proveidos por las funciones en esta seccién
dependen del valor actual de x y y. Por lo tanto, algunos de los resultados
ilustrados anteriormente seran diferentes de lo que muestra su calculadora.
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Capitulo 17
Aplicaciones a la probabilidad

En este Capitulo se proveen ejemplos de aplicaciones de las distribuciones de
probabilidad predefinidas en la calculadora.

El sub-meni MTH/PROBABILITY.. - parte 1
El sub-mend MTH/PROBABILITY.. es accesible a través de la secuencia de

teclas (<)M . Habiendo seleccionado la opcién "CHOOSE boxes” para
sefial de sistema nimero 117, el ment PROBABILITY.. presenta las siguientes
funciones:

KAD ¥ KAD i
F o [HATH_HET R [FROERETLITY HENU
|1 VECT R T ——
2.HATRIH.. 2.FERH
3.LIST. N
Y. HYFEREOLIC.. Y. RRND
5.KEAL.. 5.EDZ
&.ERZE.. &.UTFC
7. FROEREILITY.. 7.UTFF
2.FFT.. 2. UTFN

[ 1 1 1  [chncl] ok | [ 1 1 1  [chncL] ok |

En esta seccién se discuten las funciones COMB, PERM, ! (factorial), RAND, y
RDZ.

Factoriales, combinaciones, y permutaciones
El factorial de un nimero entero n se define como: n!l = n- (n-1) - (n-2)...3:2-1.
Se adopta la convencién de que, 0! = 1.

los factoriales se utilizan en el célculo del nimero permutaciones y
combinaciones de objetos y elementos.  Por ejemplo, el nimero de
permutaciones de r elementos tomados de una colecciéon de n elementos

distintos se calcula como ,P. =n(n—-1)(n—1)..(n—r+1)=nl/(n—r)!

r
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Asi mismo, el nimero de combinaciones de r elementos de una coleccién de n
elementos distintos se calcula como:

[nJ _na(n=1)(n=2)..(n=r+1) __ nl

r r! ri(n—r)!

En la calculadora se pueden calcular combinaciones, permutaciones, y
factoriales utilizando las funciones COMB, PERM, y ! localizadas en el sub-
men0 MTH/PROBABILITY... Lla operacién de estas funciones se describe a
continuacién:
*  COMB(n,r): Combinaciones de n elementos tomados de ren r
*  PERM(n,r): Permutaciones de n elementos tomados de ren r
* nl: Factorial de un nimero entero positivo. Cuando x no es entero, x!
Calcula la funcién T(x+1), en la cual I'(x) es la funcién Gamma (véase
el Capitulo 3). El simbolo del factorial (!) se puede obtener usando la

secuencia de teclas @ (2 )(2).

Algunos ejemplos de aplicacién de estas funciones se muestran a continuacién:

fCOMB1E. bS]
21a.
tPERMI1AG. 5.
151264,
12!
472801 0.

Numeros aleatorios
Lla calculadora posee un generador de nimeros aleatorios que produce un

nimero real uniformemente distribuido entre O y 1. El generador puede
producir secuencias de nimeros aleatorios. Sin embargo, después de cierto
numero de veces (de hecho, un nimero muy grande), la secuencia tiende a
repetirse. Por esa razédn, el generador de nimeros aleatorios se refiere més
correctamente como generador de numeros pseudo-aleatorios. Para generar
un nimero aleatorio, utilicese la funcién RAND (“RANDom” es “aleatorio” en
inglés) en el sub-mend MTH/PROBABILITY. La siguiente figure muestra varios
numeros aleatorios producidos con la funcién RAND. Los nimeros en la figura
de la izquierda se producen al ejecutar la funcién RAND sin incluir un
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argumento. Si se adiciona una lista de argumentos a RAND, el nimero
aleatorio generado se agrega a la lista usada como argumento como se
muestra en la figura de la derecha.

- 2 FTEEAEE
: RAMD fRAMDS. )
029199352633 0. 4. 1859642444 5E-2%
s EAMD RAMDE. 5.
4. 335215814444E-3 2. D W TEEEFE422205)
: EAMD tRAMDCL. 2.3,
« 2GR EISEREE 1. 2. 2. 4. @FAIEFIZI 27k

Llos generadores de nimeros aleatorios, en general, funcionan tomando un
valor, llamado la "semilla" del generador, y aplicando un cierto algoritmo
matematico a esa "semilla" que genera un nuevo numero (pseudo) aleatorio. Si
usted desea generar una secuencia de nimero aleatorios y estar en capacidad
de repetir la misma secuencia mas adelante, usted puede cambiar la "semilla"
del generador, usando la funcién RDZ(n), antes de generar nuevamente la
secuencia. En esta expresién, la "semilla” es el valor n. Los generadores de
numeros aleatorios operan de manera que la "semilla" se transforma en el
primer nimero aleatorios de la serie. El nimero asi generado sirve entonces
como "semilla" para el numero siguiente, efcétera. Al '"re-sembrar" la
secuencia con el mismo numero inicial usted puede reproducir la misma
secuencia de nimeros aleatorios mds de una vez. Por ejemplo, ejecitese lo

siguiente:

RDZ(0.25) Use 0.25 como la "semilla."

RAND() Primer nomero aleatorio = 0.75285...
RAND() Segundo nomero aleatorio = 0.51109...
RAND() Tercer nomero aleatorio = 0.085429....
Re-comenzar la secuencia:

RDZ(0.25) Use 0.25 como la "semilla."

RAND() Primer nimero aleatorio = 0.75285...
RAND() Segundo nomero aleatorio = 0.51109...
RAND() Tercer nomero aleatorio = 0.085429....

Para generar una secuencia de nimeros aleatorios utilizar la funcién SEQ. Por
ejemplo, para generar una lista de 5 numeros aleatorios utilicese, en modo
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AlLG:

siguiente:

En modo RPN, utilice el programa

« > n«1nFORjRND NEXT n >LST » »

Almacenarlo en la variable RLST (Random LiST, lista aleatoria), y use

para producir una lista de 5 nimeros aleatorios.

La funcién RNDM(n, m) se puede utilizar para generar una matriz de n filas y m
columnas con elementos que son numeros aleatorios enteros -1 y 1 (véase el

Capitulo 10).

Distribuciones discretas de la probabilidad
Una variable al azar es una variable discreta si puede tomar solamente un

nimero finito de valores. Por ejemplo, el nimero de dias lluviosos en una
localizacién dada se puede considerar una variable al azar discreta porque
los contamos mientras que el nomero entero numera solamente. Si X representa
una variable al azar discreta, la funcién masa de probabilidad se representa
por f(x) = P[X=x], es decir, la probabilidad que la variable al azar X toma el
valor x.

La funcién masa de la probabilidad debe satisfacer las condiciones que

f(x) >0, para toda x,

> f(x)=1.0

all x

Se define una funcién de distribucién cumulativa (cdf) como

F(x)=PlX <x]=)_ f(k)
<
Después, definiremos un nimero de funciones para calcular distribuciones
discretas de la probabilidad. Sugerimos que usted cree un sub-directorio, por
ejemplo, HOME\STATS\DFUN (Discrete FUNctions) donde definiremos la
funcién masa de probabilidad y la funcién de distribucién cumulativa para las
distribuciones binomial y de Poisson.
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Distribucién binomial
La funcién masa de probabilidades de la distribucion binomial se define por

fpx)=|" | p = py, x=012,.n
X

en la cual (")) = C(n,x) es la combinacién de n elementos tomados x a la vez.
Los valores n y p son los parametros de la distribucién. El valor n representa el
nimero de repeticiones de un experimento o de una observacién que puedan
tener uno de dos resultados, es decir, éxito y falla. Si la variable al azar X
representa el nomero de éxitos en las repeticiones de n, entonces p representa
la probabilidad de conseguir un éxito en cualquier repeticién dada. La funcién
de distribucién acumulativa para la distribucién binomial se escribe como

F(n,p,x)= Zf(n, p,x), x=012,...n

k=0

Distribucién de Poisson
La funcién masa de probabilidades de la distribucién de Poisson se escribe

como
-1 x
F(A,x) = e A

I x=0,1,2,...,00

En esta expresién, si la variable al azar X representa el nomero de ocurrencias
de un acontecimiento o de una observacién por unidad de tiempo, longitud,
area, volumen, etc., entonces el pardmetro A representa el nimero promedio
de ocurrencias por unidad de tiempo, longitud, drea, volumen, etc. La funcién
de distribucién cumulativa para la distribucién de Poisson se escribe:

F(4,x)= lef(ﬂ,, x), x=0,12,..,0
=0

Péagina 17-5



A continuacién, tilicese la funcién DEFINE (<)o _) para definir las
siguientes funciones de masa (pmf) y cumulativas (cdf) de probabilidad:

DEFINE(pmfb(n,p,x)=COMB(n,x)* Ax*(1-p) ()

Los nombres de la funcién representan (en inglés):

*  pmfb:  probability mass function for the binomial distribution

e cdfb:  cumulative distribution function for the binomial distribution
* pmfp: probability mass function for the Poisson distribution

* cdfp:  cumulative distribution function for the Poisson distribution

Los ejemplos de los célculos que usan estas funciones se demuestran después:

: pmfbi16A, :o*HUMCpmfp LS. g2l

=
129%33?2@?5 1?546?369?68

! cdfbi1@, , 15,50 : +HUHﬂchE
L AShhItza1121 33322 4naar
[ pHFD | Carb ] el ] [ pHFE | CArD | pREE T ]

Distribuciones continuas de la probabilidad
La distribucion de la probabilidad para una variable al azar continug, X, esta

caracterizada por un funcién f(x) conocido como la funcién de densidad de la
probabilidad (pdf). La funcién pdf tiene las caracteristicas siguientes: f(x) > O,
para fodo x, y

PIX < x]= F(x)= [ f(&)dé.

[T reode=1.
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Se calculan las probabilidades usando la funcién de distribucién cumulativa
(cdf), F(x), definida por P[X < x]=F(x)= r f(&)dE, en la cual P[X<x]

significa “la probabilidad que la variable al azar X es menor que el valor x”.

En esta seccion describimos varias distribuciones continuas de la probabilidad
incluyendo las distribuciones gammas, exponenciales, beta, y de Weibull.
Estas distribuciones se describen en cualquier libro de textos de la estadistica.
Algunas de estas distribuciones hacen uso la funcién gamma definida anterior,
que es calculada en la calculadora usando la funcién factorial como T'(x) = (x-
1)!, para cualquier nimero real x.

La distribucién gamma
La funcién de densidad de la probabilidad (pdf) para la distribucién gamma se

da cerca

f(x)= “Iexp(=2), for x>0,a>0,8>0;

1
e ¥
BT(e) B
La funcién de distribucién cumulativa (cdf) correspondiente seria dada por un
integral que no tiene ninguna solucién en forma cerrada.

La distribucién exponencial
La distribucién exponencial es la distribucién gamma con o = 1. Su pdf se

escribe como
1

f(x)= i exp(—%), for x>0,8>0

mientras que su cdf se escribe como F(x) = 1 - exp(x/B), para x>0, B >0.

La distribucién beta
El pdf para la distribucién gamma se escribe

f(x)=%-xa_l-(l—x)ﬁ_l,for 0<x<lLa>0,>0
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Como en el caso de la distribucién gamma, el cdf correspondiente para la
distribucién beta también es dado por una integral sin la solucién en forma
cerrada.

La distribucién de Weibull
La pdf de la distribucion de Weibull se escribe

f(x)=a-f-x""exp(-a-x?), forx>0,a>0,8>0

Mientras que la cdf correspondiente se escribe

F(x)=1-exp(-a-x"), forx>0,a>0,8>0

Funciones para las distribuciones continuas
Para definir una coleccién de funciones que corresponden a las distribuciones

gammas, exponenciales, beta, y de Weibull, primero hay que crear un sub-
directorio que llamamos CFUN (Continuous FUNCctions, en inglés) y definanse
las funciones siguientes (cémbiese a modo Aprox):

Gamma pdf: 'gpdf (x) =x" (0-1) *EXP (-x/PB) / (B 0*GAMMA (at) ) '
Gamma cdf: gcdf (x) = [(0,x,gpdf (t),t)"
Beta pdf:
'def (x) =GAMMA (0+P) *x” (0-1) * (1-x) ~ (B-1) /
(GAMMA (01) *GAMMA (B) ) '
Beta cdf: 'Bedf (x) = [(0,x, Bpdf (t),t) "
Exponencial pdf:  'epdf(x) = ExP(-x/B) /B’
Exponencial cdf:  recdf(x) = 1 - ExP(-x/B)"
Weibull pdf: "Wpdf (x) = a*Brx” (B-1) *EXP (-o*x"p)
Weibull cdf: "Wedf (x) = 1 - EXP(-0*x )"

Utilizar la funcién DEFINE para definir todas estas funciones. Después,

almacenar los valores de o y B, es decir, (7)) @) (2@ @v=)

Finalmente, para el cdf para los cdf gammas y beta, usted necesita corregir las
definiciones del programa para agregar >NUM a los programas producidos
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por la funcién DEFINE. Por ejemplo, la cdf gamma, es decir, la funcién gedf,
se debe modificar como se muestra a continuacién:

« > x"DONUM(| (0,x,gpdf (t),t)) "' »
y almacenarse nuevamente en Repetir el procedimiento para Bcdf.

A diferencia de las funciones discretas definidas anterior, las funciones
continuas definidas en esta seccién no incluyen sus pardmetros (o y/o B) en sus
definiciones. Por lo tanto, usted no necesita inscribirlos en la exhibicién para
calcular las funciones. Sin embargo, esos parédmetros deben ser definidos
previamente almacenando los valores correspondientes en las variables o y B.
Una vez se han almacenado todas las funciones y los valores o y B, usted
pueden ordenar las etiquetas del men¢ usando la funcién ORDER. Para
ejecutar la funcién ORDER use lo siguiente:

ORDER({'et, B’ gpdf’, gcdt, Bpdf, Bedf, epdf, ecdf’, Wpdf', Wcdf'})

Después de esta instruccion las etiquetas del ment se mostraran de esta
manera (Presione para moverse a la segunda lista. Presione una vez

mds para moverse a la primera lista):
memm-g

Algunos ejemplos del uso de estas funciones, para los valores de a0 = 2, B = 3,

se muestran a continuacién. Notar la variable IERR que se muestra en la
segunda pantalla. Esto resulta de una integracién numérica para la funcién

gcdf.
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Distribuciones continuas para la inferencia estadistica

En esta seccidn se presentan cuatro distribuciones de probabilidades que se
utilizan regularmente para resolver problemas relacionados a la inferencia
estadistica, a saber: la distribucién normal, la distribucién de Student, la

distribucién de Chi cuadrada (x2), y la distribucion F.  las funciones
disponibles en la calculadora para evaluar probabilidades en estas
distribuciones son NDIST, UTPN, UTPT, UTPC, y UTPF. Estas funciones estén
disponibles in el mend MTH/PROBABILITY presentado anteriormente. Para
obtener estas funciones activese el ment MTH ((=)#™H_ ) y selecciénese la
opcién PROBABILITY:

RAD i RAD i
R [HRTH_HERD i [FRAEREILITY HERD
g |1 VECTOF, — T | ——
2. HATRIN 2.FERH
I.LIT.. £
4. HYFERENLIC.. 4. RAND
5.REAL.. 5.RDZ
& .ERZE.. &.UTFE
7 .FRUEREILITY.. 7 .UTFF
2.FFT.. 2.UTEN

[ 1 I [ [chnci] ok | [ 1 1 [ [chncL] ok |

La pdf de la distribucién normal
La expresién para la pdf de la distribucién normal es:

_ 1 (x—p)’
f(x)—amexp[ ==,

20
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en la cual i es la media, y 62 es la varianza de la distribucién. Para calcular
el valor de la funcién de densidad de probabilidades, o tdp, f(x), para la

distribucién normal, utilicese la funcién NDIST(1,62,x). Por ejemplo, verifiquese
que para una distribucién normal, NDIST(1.0,0.5,2.0) = 0.20755374.

La cdf de la distribucién normal
la calculadora asi mismo provee la funcién UTPN para calcular la

probabilidad del extremo superior de la distribuciéon normal, es decir,

UTPN(u,6%, x) = P(X>x) = 1 - P(X<x), en la cual P() representa una
probabilidad. Por ejemplo, verifiquese que para una distribucién normal, con

parametros 1 = 1.0, 62 = 0.5, UTPN(1.0,0.5,0.75) = 0.638163.

Diversos cdlculos de la probabilidad para las distribuciones normales [X ~
N(u,62)] puede ser definido usando la funcién UTPN:
e P(X<a)=1-UTPN(u, 62q)
e Pla<X<b) = P(X<b) - P(X<a) = 1 - UTPN(w, 62b) - (1 - UTPN(y, 62,a)) =
UTPN(u, 62,a) - UTPN(u, 62,b)
*  P(X>c) = UTPN(y, 62

Ejemplos: Usando 1 = 1.5, y 62 = 0.5, determine:
P(X<1.0) =1 -P(X>1.0) = 1 - UTPN(1.5, 0.5, 1.0) = 0.239750.
P(X>2.0) = UTPN(1.5, 0.5, 2.0) = 0.239750.
P(1.0<X<2.0) = F(1.0) - F(2.0) = UTPN(1.5,0.5,1.0) -
UTPN(1.5,0.5,2.0) = 0.7602499 - 0.2397500 = 0.524998.

La distribucién de Student
La distribucién de Student+, o distribucién t, posee un solo parametro v, que se

conoce como “los grados de libertad” de la distribucion. La funcién de
distribucién de la probabilidad (pdf) se escribe:
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en la cual T(o) = (o-1)! es la funcion GAMMA definida en el Capitulo 3.

la calculadora provee valores del extremo superior de la funcién de
distribucién cumulativa, utilizando la funcién UTPT, dados los valores de v y t,
es decir, UTPT(v,1) = P(T>t) = 1-P(T<t). La definicién de esta funcién es, por lo
tanto,

UTPT(v,) = [ f(0)dr =1~ [ fyde=1-P <)

Por ejemplo, UTPT(5,2.5) = 2.7245...E2. Otros cdlculos de la probabilidad
para la tdistribucion se pueden definir usando la funcién UTPT, como sigue:

* P(T<a) =1 - UTPT(v,q)

*  P(a<T<b) = P(T<b) - P(T<a) = 1 - UTPT(v,b) - (1 - UTPT(v,a)) =
UTPT(v,a) - UTPT(v,b)

*  P(T>c) = UTPT(v,c)

Ejemplos: Dado v = 12, determine:
P(T<0.5) = 1-UTPT(12,0.5) = 0.68694..
P(0.5<T<0.5) = UTPT(12,-0.5)-UTPT(12,0.5) = 0.3738...
P(T> -1.2) = UTPT(12,-1.2) = 0.8733...

La distribucién Chi cuadrada

La distribucién Chi cuadrada (x2) posee un solo parametro v, que se conoce
como “los grados de libertad” de la distribucién. La funcién de distribucién de
la probabilidad (pdf) se escribe como:

Pégina 17-12



14 X

f(x):V;-xT1 e 2,v>0,x>0
> |4
22 .T(~
(2)

la calculadora provee valores del extremo superior de la funcién de
distribucién cumulativa, utilizando la funcién UTPC, dados los valores de v y x.
La definicién de esta funcién es la siguiente:

UTPC(v,x) = [ f(x)ds=1-[ f(x)dc=1-P(X <x)

Para utilizar esta funcién, necesitamos los grados de libertad, v, y el valor de la
variable chi cuadrada, x, es decir, UTPC(v,x). Por ejemplo, UTPC(5, 2.5) =
0.776495...
Diversos célculos de la probabilidad para la distribucién Chi-cuadrada se
pueden definir usando la funcién UTPC, como sigue:

*  P(X<a)=1-UTPC(v,a)

«  Pla<X<b) = P(X<b) - P(X<a) = 1 - UTPC(v,b) - (1 - UTPC(v,a)) =

UTPC(v,a) - UTPC(v,b)
*  P(X>c) = UTPC(v,c)

Ejemplos: Dado v = 6, determine:
P(X<5.32) = 1-UTPC(6,5.32) = 0.4965..
P(1.2<X<10.5) = UTPC(6,1.2)-UTPC(6,10.5) = 0.8717...
P(X> 20) = UTPC(6,20) = 2.769..E-3

La distribucién F
la distribucién F requiere 2 parédmetros VN = grados de libertad del

numerador, y vD = grados de libertad del denominador. La funcién de
distribucién de la probabilidad (pdf) se escribe
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X)= N+VD
D). (I—VN DF )2

la calculadora provee valores del extremo superior de la funcién de
distribucién cumulativa, utilizando la funcién UTPF, dados los parédmetros vN y
vD, y el valor de F. La definicién de esta funcién es

UTPF(WN,VD, F) = j T f(F)dF =1- jm F(F)dF =1-P(3<F)

Por ejemplo, para calcular UTPF(10,5, 2.5) = 0.161834...

Diversos cdlculos de la probabilidad para la distribucién de F se pueden definir
usando la funcién UTPF, como sigue:
«  P(F<a) = 1 - UTPF(WN, vD,a)
«  Pla<F<b) = P(F<b) - P(F<a) = 1 -UTPF(vN, vD,b)- (1 - UTPF(vN, vD,a))
— UTPF(vN, vD,a) - UTPF(vN, vD,b)
«  P(F>c) = UTPF(vN, vD,a)

Ejemplo: Dado vN = 10, vD = 5, defermine:
P(F<2) = 1-UTPF(10,5,2) = 0.7700...
P(5<F<10) = UTPF(10,5,5) — UTPF(10,5,10) = 3.4693..E2
P(F>5) = UTPF(10,5,5) = 4.4808..E2

Funciones de distribucién cumulativas inversas
Para una variable al azar continua X con la funcién acumulativa de la

densidad (cdf) F(x) = P(X<x) = p, para calcular la funcién de distribucién
acumulativa inversa necesitamos encontrar el valor de x, tal que x = F1(p).
Este valor es relativamente simple encontrar para los casos de las distribuciones
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exponenciales y de Weibull puesto que sus cdf tienen una expresién cerrada
de la forma:

* Exponencial, F(x) =1 - exp(-x/B)

* Weibull, F(x) = T-exp(-axP)

(Antes de continuar, cerciorarse de borrar las variables o y B). Para encontrar
los cdf inversos para estas dos distribuciones necesitamos solamente despejar x
en estas expresiones, es decir,

Exponencial: Weibull:

. l
=5EIL'-.-'EI|:-=1—E S g

—H —_——
[ T l '-”[ LH[—[P—IHI
SO0LVElp=l-e ~ ! B
= (Bl Hi=(p—11) =e

Para las distribuciones gamma y beta las expresiones a resolver serdn mas

complicado debido a la presencia de integrales, es decir,

J‘x;-z“"1 -exp(—i)dz
" BT () B
b [T g
'T(e) T(B)
Una solucién numérica con la calculadora no serd factible debido a la integral
involucrada en la expresién. Sin embargo, una solucién gréfica es posible. Los

* Gamma, p =

detalles de cémo encontrar la raiz de un gréfico se presentan en el capitulo
12. Para asegurar resultados numéricos, cambiese el CAS a modo Approx. La
funcién a trazar para la distribucién gamma es

Y(X) = [0,X,z"(e-1)*exp(z/B)/(B" o * GAMMA(a)), z)-p

Para la distribucién beta, la funcién a trazar es
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Y(X) =
[(0,X,2" (e 1)*(1:2)*(B-1)* GAMMA o+ B)/ (GAMMA(0) * GAMMA(B)), z) -p

Para producir el diagrama, es necesario almacenar valores de o, B, y p, antes
de dibujar el diagrama.  Por ejemplo, para oo = 2, B = 3, y p = 0.3, el
diagrama de Y(X) para la distribucion gamma se muestra abajo. (Nétese por
favor que, debido a la naturaleza complicada de la funcién Y(X), tomard unos
minutos antes de que se produzca el gréfico. Sea paciente.)

Hay dos raices de esta funcién encontrada usando la funcién i dentro del
ambiente del diagrama. Debido a la integral en la ecuacién, la raiz se
aproxima y no serd demostrada en la pantalla del diagrama. Usted recibira el
mensaje Constant? mostrado en la pantalla. Sin embargo, si usted presiona
a este punto, la raiz aproximada serd enumerada en la pantalla. Dos de

las raices se muestran en la figura derecha.

Lonstant?

Alternativamente, usted puede utilizar la funcién para estimar las
raices remontando la curva cerca de sus interceptos con el eje x. Dos

estimados se muestran a continuacién:
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6.5 -E.5 6.5

=1.3 ¥:3.34E-Z 2.2 W:a.PiE-Y

Estas estimaciones sugieren soluciones x = -1.9 y x = 3.3. Usted puede verificar
estas "soluciones" evaluando la funcién Y1(X) con X =-1.9 y X = 3.3, es decir,

Pl-1.90
LBET24410121
PY103.3)

- BEE9YEY 2423

Para las distribuciones normal, Student t, Chi-cuadrada, y F que son
representados por las funciones UTPN, UTPT, UPTC, y UTPF en la calculadora,
el cdf inverso puede ser encontrado al resolver las ecuaciones siguientes:

*  Normal, p=1-UTPN(u,0c2,x)
e Studentt, p=1-UTPT(v,1)

*  Chicuadrada, p=1-UTPC(v,x)

. F p = 1 - UTPF(vN,vD,F)

Notar que es el segundo parémetro en la funcién UTPN es 62, y no o2

representando la varianza de la distribucién. Asi mismo, el simbolo v (la letra
griega mindscula nu) no estd disponible en la calculadora.  Usted puede
utilizar, por ejemplo, y (gamma) en vez de v. la letra v estd disponible en la
pantalla de caracteres especiales () crs ).

Por ejemplo, para obtener el valor de x para una distribucién normal, con p =

10, 62 = 2, y p = 0.25, almacénese la ecuacion ‘=1 - s o2 en
la variable EQ (véase la figura de la derecha siguiente). Entonces, lanzar
activense las soluciones numéricas, para conseguir la forma interactiva

mostrada en la figura de la derecha:
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ZOLYE EQUATION
Eq: —TPH a2l
=
T w0
t'p=1. _UTPHUI:i-.,iEEIfK]"EE y Enter walug or press SOLYE
e it s 2. S O 17 IO

Ear =1 o —LITFHE Ly 02 5 33
[ w: 1A
qd: = %

Entgr walug oF prgss SOLYVE

ERIT] | |

Esta forma interactiva se puede utilizar para solucionar cualesquiera de las
cuatro variables implicadas en la ecuacién para la distribucién normal.

Para facilitar la solucién de las ecuaciones que implican las funciones UTPN,
UTPT, UTPC, y UTPF, usted puede crear un sub-directorio UTPEQ en el que se
almacenaran las ecuaciones mostradas anteriormente:

'p=1. —LITF‘HLH_,iEE }::]'I*EI]H t'p=1. —UTF‘E[*.' ::{LJI'_II_*EI]E

P= ol

p=1.-UTFTEy, tl'r'EtaT $'p=1, —uﬁFth D, F]'ré
p=1.“UTPT (4, t p=1.-UTFF {H, ~D, 5
I — L i R

Asi, a este punto, usted tendrd las cuatro ecuaciones disponibles para la
solucién. Usted necesita solamente activar una de las ecuaciones en la
localidad EQ en la pantalla de soluciones numéricas y proceder con la

Pé&gina 17-18



solucién de una de las variables. Los ejemplos de las funciones UTPT, UTPC, y
UPTF se muestran a continuacién:

SALNE EQUATIONE
Ea: p=1. —LTPCE vy 0

SOLVE EQUATION
«—UTPT Oyt 2

Enter walug or press R0LVE

EDIT] | [vAks[InFo[soLvE]

ZOLYE EQUATION
Ep:p=1.-UTPF M. D F2
PioL 20 K
0 14 F:

Enter walug oF prass SOLVE

Noétese que en todos los ejemplos demostrados anteriormente, estamos
trabajando con p = P(X<x). En muchos problemas de la inferencia estadistica
se trata de encontrar el valor de x para el cual P(X>x) = a.. Ademas, para la
distribucién normal, trabajaremos muy probablemente con la distribucién

normal estandar. en la cual p = 0, y 62 = 1. La variable normal estandar se
conoce tipicamente como Z, de modo que el problema a solucionar es P(Z>z)
= o.. Para estos casos de los problemas de la inferencia estadistica, podriamos
almacenar las ecuaciones siguientes:

te=UTPHIA, .1,z FEGHA $ e =UTPCiv, =) BEQCH
a=UTPHEE, 3 1.5z a=UTPCE g
te=UTPTiv, 1 ' BEQTH 2 =UTPF M, ~D,F PREGF
a=UTPTC vt s =L TPE ¢y w01y F

Con estas cuatro ecuaciones, siempre que usted activa las soluciones numéricas
usted tiene las opciones siguientes:
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HaHery: aYazes | Fqlact: a

amECTH PRl gy
amELh PR bl
= PR ]
3 PR 1
_—EC PR 7y
amECT FRG L
EDIT | CoFy | HOVE] KCL | EVAL | TREE

Los ejemplos de la solucién de las ecuaciones EQNA, EQTA, EQCA, y EQFA

se demuestran abajo:

SOLVE ERUATION
E: = TPHB. s l.az2
o .El

Enter walug o press Z0LYE

EDIT] | | [ INF0 |S0LVE]

SOLWE ERUATION
--:-:—ETF'TH, 1o

Enter walug o press Z0LYE

EDIT] | | [ INF0 |S0LVE]

SOLNE ECUATION
Pe=UTPC g 50

Enter walug o press Z0LYE

EPIT] |  [¥Aks [INF [SOLVE]

SOLYE EQUATION
E1: c=UTPF CvHy ~wDa F 2
wo @5 W 5

Jo: 8 F:

2. 68749,

Enter walug o press Z0LYE

EPIT] |  [¥Aks [INF [SOLVE]
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Capitulo 18
Aplicaciones Estadisticas

En este capitulo se presentan las aplicaciones estadisticas de la calculadora
incluyendo estadisticas de una muestra, la distribucién de frecuencia de datos,
la regresién simple, intervalos de confianza, y la prueba de hipétesis.

Aplicaciones estadisticas preprogramadas
la calculadora provee las siguientes opciones de célculos estadisticos

accesibles a través de la combinacién de teclas (P) _s#r (la tecla (5)). Llas
aplicaciones estadisticas disponibles en la calculadora son:

LFraquenciegs.,
_Fit data..
CEUHHArY stats,
CHypoth, tests,
LConF . intarual..

2
K
y
5
&

Estas aplicaciones se presentan detalladamente en este capitulo. Para
comenzar, sin embargo, demostramos cémo escribir datos para el andlisis
estadistico.

Escritura de datos
Las operaciones 1, 2, y 4 de la lista anterior requieren que los datos a operarse

estén disponibles como columnas de la matriz ZDAT. Esta accién se puede
llevar a cabo escribiendo los datos en columnas utilizando el escritor de
matrices, ()M , y posteriormente tilizando la funcién STOX para
almacenar la matriz en la variable =DAT.

Esta operacién puede ser muy tediosa si existe un nimero grande de datos. En
su lugar, usted puede escribir los datos como una lista (véase el capitulo 8) y
convertir la lista en un vector columna usando el programa CRMC (véase el
capitulo 10). Alternativamente, usted puede escribir el programa siguiente
para convertir una lista en un vector de la columna. Escribase el programa con

la calculadora en modo RPN: « OBJ> 1 2 SLIST >ARRY »
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Almacénese el programa en una variable llamada LXC. Después de almacenar
este programa en modo RPN usted puede también utilizarlo en modo ALG.

Para almacenar un vector de la columna en la variable ZDAT utilice la funcién

STOZ, disponible a través del catdlogo de funciones (CP)_car ), use, por
ejemplo, STOX (ANS(1)) en modo ALG.

Ejemplo 1 - Usando el programa LXC, definido anteriormente, crear un vector
columna usando los datos siguientes: 2.1 1.2 3.1 4.52.3 1.1 23 1.5 1.6 2.2
1.2 2.5.

En modo RPG, escribanse los datos en una lista:

{21 1.2 3.1 45 23 1.1 23 15 1.6 22 1.2 25} @=

Utilice la funcién STOX para almacenar los datos en ZDAT.

Nota: También puede entror datos esfcdlshcos lanzando |c1 opllccaon de
estadistica (como Firale—var, Freguenc iss or Surm shoabs)
and pressing ¥ Esfo |nc|uye e| escrlfor de motrlces Enfre |os dofos como
lo hace habitualmente. En este caso, cuando salga del escritor de matrices, los
datos que se hayan entrado estaran guardados autométicamente en DAT.

Calculos estadisticos para una sola variable
Se asume que un conjunto de datos de una variable fue almacenado como

vector columna en la variable EDAT. Para tener acceso a los diversos
programas del STAT, presiénese (P) s®T . Presione |
opcién 1. Single-var.. Habra disponible para usted una forma interactiva
denominada SINGLE-VARIABLE STATISTICS, con los datos actualmente en su

variable IDAT listados en forma de vector. Puesto que usted tiene solamente

i para seleccionar la

una columna, el campo Col: tendra el valor 1 asignado. El campo Type
determines si usted estd trabajando con una muestra o una poblacién, el valor
pre-selecto es muestra (sample). Mover el cursor a la linea horizontal que
precede los campos Mean, Std Dev, Variance, Total, Maximum, Minimum,

presione la tecla ivE para seleccionar esas medidas que usted desea como

Pégina 18-2



Los valores

salida de este programa. Cuando esté listo, presione
seleccionados serén enumerados, etiquetado apropiadamente, en la pantalla
de su calculadora.

Ejemplo 1 - Para los datos almacenados en el ejemplo anterior, los resultados
estadisticos son los siguientes:
Mean (media): 2.13333333333, Std Dev (desviacién estandar):
.964207949406, Variance (varianza): .929696969697, Total: 25.6,
Maximum: 4.5, Minimum: 1.1

Definiciones
Las definiciones usadas para estas cantidades son las siguientes:

Suponga que usted tiene un nimero de datos x3, xg, X3, ..., representando
diversas medidas de la misma variable discreta o continua x. El conjunto de
todos los valores posibles de la cantidad x se refiere como la poblacién de x
Una poblacién finita tendrd solamente un nimero fijo de elementos x;. Si la
cantidad x representa la medida de una cantidad continua, y puesto que, en
teoria, tal cantidad puede tomar un nimero infinito de valores, la poblacién de
x en este caso es infinita. Si usted selecciona un subconjunto de una
poblacién, representado por los valores de n datos {xj, xg, ..., x,}, decimos
que se ha seleccionado una muestra de valores de x. las muestras son
caracterizadas por un nimero de medidas o de estadisticas. Hay medidas de
tendencia central, tales como la media, la mediang, y la moda, y las medidas
de dispersién, tales como el rango, la varianza, y la desviacién estandar.

Medidas de tendencia central
La media (o media aritmética) de la muestra, x, se define como el promedio

aritmético de los elementos de muestra,

)_czl-zn:x.
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El valor llamado Total obtenido anteriormente representa la adicién de los
valores de x, 6 £x; = n- x. Este es el valor proporcionado por la calculadora

bajo titulo Mean. Otros valores medios usados en ciertos usos son la media
geométrica, xg, © la media arménica, x;, definidas como:

1 51
X, =AX XX, —:Z—.

X =l X;
Los ejemplos del célculo de estas medidas, usando listas, estan disponibles en
el capitulo 8.
Lo mediana es el valor que divide a la muestra en la mitad cuando los
elementos se ordenan en orden creciente. Si usted tiene un némero impar, n, de
elementos, la mediana de esta muestra es el valor situado en la posicién
(n+1)/2. si usted tiene un nimero par, n, de elementos, la mediana es el
promedio de los elementos establecidos en las posiciones n/2 y (n+1)/2.
Aunque las medidas estadisticas preprogramadas de la calculadora no
incluyen el célculo de la mediana, es muy fécil escribir un programa para
caleular tal cantidad trabajando con listas. Por ejemplo, si usted desea utilizar
los datos en la variable EDAT para encontrar el punto medio, escriba el
programa siguiente en modo RPN (véase el capitulo 21 para més informacién
sobre la programacién en lenguaje UserRPL):

« > nC « RCLE DUP SIZE 2 GET IF T > THEN nC COL-
SWAP DROP OBJ> 1 + >ARRY END OBJ-> OBJ-> DROP DROP DUP - n «
—>LIST SORT IF ‘n MOD 2 == 0’ THEN DUP 'n/2" EVAL GET SWAP ‘(n+1)/2’
EVAL GET + 2 / ELSE ‘(n+1)/2’" EVAL GET END “Mediana” >TAG » » »

Almacénese este programa bajo el nombre de MED. Un ejemplo del uso de
este programa se demuestra a continuacién.

Ejemplo 2 — Para ejecutar el programa, primero usted necesita preparar su
matriz DAT. Enfonces, escriba el nimero de la columna en ZDAT cuya
mediana usted desea encontrar, y presione

Para los datos actualmente
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en la variable EDAT (escrito en un ejemplo anterior), utilizar el programa MED
para demostrar que la Mediana: 2.15.

El modo de una muestra se determina mejor a partir de un histograma, por lo
tanto, dejamos su definicién para una seccién posterior.

Medlidas de dispersion
1 n

'Z(xi _)?)2-

n—1 3

, ' 2
La varianza (Var) de la muestra se define como s, =

La desviacién esténdar (St Dev) de la muestra es justamente la raiz cuadrada

de la varianza, es decir, s,.

El rango de la muestra es la diferencia entre los valores maximos y minimos de
la muestra. Dado que la calculadora, con las funciones estadisticas
preprogramadas proporciona el méximo y los valores minimos de la muestra,
usted puede calcular fécilmente el rango.

Coeficiente de variacion

El coeficiente de variacién de una muestra combina la media, una medida de
tendencia central, con la desviacién estandar, una medida de dispersién, y se

define, en forma de porcentaje, como: V, = (s,/ x)100.

Muestra vs. poblacién

Las funciones preprogramadas para la estadistica de una sola variable usadas
anteriormente se pueden aplicar a una poblacién finita seleccionando Type:
Population en la pantalla sINGLE-vARIABLE sTaTIsTICS. Lla diferencia
principal es que los valores de la varianza y de la desviacién estandar se
calculan usando n en el denominador de la varianza, en vez de (n-1).

Ejemplo 3 - Si usted repitiera el ejercicio en el ejemplo 1 de esta seccién,
usando poblacién en vez de muestra en Type:, usted conseguird los mismos
valores para la media, el total, el méximo, y el minimo. La varianza y la
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desviacién estandar, sin embargo, serdn dadas por: Variance: 0.852, Std Dev:
0.923.

Obtencién de distribuciones de frecuencia
La operacién 2. Frequencies.. en el ment STAT puede tilizarse para obtener la

distribucion de frecuencias de una coleccién de datos. Los datos deben existir
en la forma de un vector columna almacenado en la variable DAT. Para
empezar la operacién, presiénese (P) _smr <3)
que resulta contiene las siguientes opciones:

La forma interactiva

IDAT: matriz que contiene los datos de interés

Col: columna de EDAT bajo escrutinio

X-Min: valor minimo del limite de clase a utilizarse en la distribucién
de frecuencias (valor basico = -6.5)

Bin Count: numero de clases a utilizarse en la distribucién de frecuencias
(valor bésico = 13).

Bin Width: longitud uniforme de cada clase (valor bésico = 1).

Definiciones

Para entender el significado de estos pardmetros presentamos las definiciones
siguientes: Dado un sistema de valores de los datos de n: {x7, xg, ..., x,}
enumerado sin ningin orden particular, se requiere a veces agrupar estos
datos en una serie de clases contando la frecuencia o el nomero de los valores

que corresponden a cada clase. (nota: las calculadoras se refiere a las clases
como los compartimientos (inglés, bins)).

Suponer que las clases, o los compartimientos, seran seleccionados dividiendo
el intervalo (xpo1 Xiop), €n k = Bin Count clases seleccionando un nimero de

limites de la clase, es decir, {xBy, xBs, ..., xBy,1}, de manera que la clase
nimero 1 tiene limites xB1xB,, la clase nimero 2 tiene limites xBo- xB3, y asf

sucesivamente. La Gltima clase, cuyo nimero es k, serd limitado por xBy - xB |

+1-
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El valor de x que corresponde al centro de cada clase se conoce como la
marca de la clase, y se define como xM; = (xB; + xB 11)/2, parai=1, 2, ...,

k.

Si las clases se eligen tales que el tamafio de la clase es igual, entonces

podemos definir el tamafio de la clase como el valor
Bin Width = Ax = (Xmax = Xmin) 7 k.

y los limites de la clase se pueden calcular como xB; = xp,o; + (i - 1) * Ax.
Un dato, xi i=1,2 ..., n, pertenece a la clase i, si xB; < x; < xB iy

Lla operacién 2. Frequencies.. en el mend STAT efectia esta evaluacion de
frecuencias, y lleva cuenta de aquellos valores menores que el limite minimo y
mayores que el limite maximo de las clases. Estos Gltimos se refieren, en inglés,
con el término outliers.

Ejemplo 1 -~ Para ilustrar mejor la obtencién de distribuciones de frecuencia,
deseamos generar un conjunto de datos relativamente grande, digamos 200
puntos, usando el procedimiento siguiente:

*  Primero, siembra el generador de nmeros aleatorios: F # en modo

AlG, o &
* Escriba el programa siguiente en modo RPN:
«=>n«1nFOR|jRAND 100 * 2 RND NEXT n >LST » »
y excepto él bajo el nombre de RDLIST (RanDom number LIST generator).
*  Genere una lista 200 nimeros usando RDLIST(200) en modo ALG, ¢ i
ere) en modo RPN.
* Use el programa LXC (presentado anteriormente) para convertir la lista

m

NTER) |

en modo RPN (véase el capitulo 17).

generada en un vector columna.
¢ Almacene el vector columna en la variable ZDAT, usando STOZ.
* Obtenga las estadisticas de los datos usando: (P _smr
en la opcién Type, y seleccione todas las opciones como resultados. Los

. Use Sample

resultados para este ejemplo son:
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Mean: 51.0406, Std Dev: 29.5893..., Variance: 875.529...
Total: 10208.12, Maximum: 99.35, Minimum: 0.13

Esta informacién indica que nuestros datos se extienden de valores cerca de
cero a los valores cerca de 100. Trabajando con nimeros enteros, podemos
seleccionar el rango de variacién de los datos como (0,100). Para producir
una distribucién de frecuencia utilizaremos el intervalo (10,90) dividido en 8
compartimientos cada uno de ancho 10.

*  Selecciénese la opcién 2. Frequencies.. utilizando () _sur (&» Los
datos se encuentran ya almacenados en la variable DAY, y la opcién Col
debera tener el valor 1 asignado, dado que la matriz EDAT posee una
sola columna.

* Cdambiense los valores de X-Min a 10, Bin Count a 8, y Bin Width a 10, y

después presiénese la tecla

Cuando se utiliza el modo RPN, los resultados de la distribucién de frecuencias
se muestran como un vector columna en el nivel 2 de la pantalla, y como un
vector fila de dos componentes en el nivel 1. El vector en el nivel 1 representa
el numero de valores extremos (outliers) localizados fuera del intervalo usado
para definir las clases, es decir, fuera del intervalo (10,90). Para el presente
ejemplo, el autor obtuvo los valores [ 25. 22.], lo que indica la existencia de 25
valores menores que 10 y 22 valores mayores que 90. en el vector ZDAT
vector.

*  Presiénese (®) para remover el vector en el nivel 1. El resultado en el
nivel 1 es el conteo de frecuencias en los datos en ZDAT.

Esta tabla fue preparada a partir de la informacién que proporcionamos para

generar la distribucién de frecuencia, aunque la Gnica columna producida por

la calculadora es la columna de la frecuencia (f;).
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Clase | Limites declase | Marca | Frecuencia | Frecuencia
No. de clase f; cumulativa

i XB, | XB .. Xm;
< XBq | outlier menores 25

1 10 20 15 18 18

2 20 30 25 14 32

3 30 40 35 17 49

4 40 50 45 17 66

5 50 60 55 22 88

6 60 70 65 22 110

7 70 80 75 24 134
k=38 80 90 85 19 153
>XBy | outliers mayores 22

Los numeros de la clase, y los limites de la clase son faciles de calcular para las
clases (o los compartimientos) de tamafio uniforme, y las marcas de clase es
simplemente el promedio de los limites de clase para cada clase. Finalmente,
la frecuencia cumulativa se obtiene agregando cada valor en la dltima

columna, excepto la primera fila, a la frecuencia en la fila siguiente, y
sustituyendo el resultado en la Gltima columna de la fila siguiente. Asi, para la
segunda clase, la frecuencia cumulativa es 18+15 = 33, mientras que para la
clase nimero 3, la frecuencia cumulativa es 33 + 16 = 49, etcétera. la
frecuencia cumulativa representa la frecuencia de esos nimeros que sean mas
pequefos que o la iguala al limite superior de cualquier clase dada.

Dado el vector (columna) de las frecuencias generadas por la calculadora,
usted puede obtener un vector de la frecuencia acumulativa usando el
programa siguiente en modo RPN:

« DUP SIZE 1 GET > freq k « {k 1} 0 CON > cfreq « ‘freq(1,1)" EVAL
‘cfreq(1,1)" STO 2 k FOR j ‘cfreq(j-1,1) +freq(j, 1)’ EVAL ‘cfreq (j,1)" STO NEXT

cfreq » » »

Almacénelo bajo el nombre de CFREQ. Utilice este programa para generar la
teniendo el vector columna de

lista de frecuencias cumulativas (presione
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frecuencias en la pantalla). El resultado, para este ejemplo, es un vector
columna que representa la dltima columna de la tabla anterior.

Histogramas

Un histograma es un diagrama de barras que muestra la distribucién de la
frecuencia como la altura de las barras a la vez que los limites de la clase
muestran la base de las barras. Si usted tiene sus datos en bruto (es decir, los
datos originales antes de que se haga la cuenta de la frecuencia) en la
variable DAT, usted puede seleccionar HISTOGRAM como su tipo (Type:) de
grdfico y proporcionar la informacién con respecto al valor inicial de x, del
nimero de compartimientos (clases), y de la anchura de los compartimientos,
para generar el histograma. Alternativamente, usted puede generar el vector
columna que contiene la distribucién de frecuencia, como se mostré en el
ejemplo anterior, almacenar este vector en DAV, y seleccionar Barplot como el
tipo de gréfico. En el ejemplo siguiente, le demostramos cémo utilizar el primer
método para generar un histograma.

Ejemplo 1 - Con los 200 datos generados en el ejemplo anterior
(almacenados como vector en £DAT), genérese un histograma usando X-Min =
10, Bin Count = 16, y Bin Width = 5.

*  Primero, presione (9 2 (simultdneamente, en modo RPN) para activar
la pantalla PLOT SETUP. Dentro de esta pantalla, cambie la opcién Type: a
histogram, y compruebe que la opcién Col: corresponde al. Presione

* A continuacién, presione () WN_ (simulténeamente, en modo RPN) para
activar la pantalla PLOT WINDOW - HISTOGRAM. Dentro de esa
pantalla modifique la informacién como sigue HView: 10 90, V-View: 0
15, Bar Width: 5.

* Presione

para generar el histograma siguiente:
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* Presione para volver a la pantalla anterior. Cambie las opciones V-
view y Bar Width una vez més, usando los valores V-View: O 30, Bar
Width: 10.  El nuevo histograma, basado en el mismo grupo de datos,
ahora se muestra como:

El diagrama de la frecuencia, f;, vs. las marcas de la clase, xM;, se conoce
como poligono de frecuencias. El diagrama de la frecuencia cumulativa contra
los limites superiores de clase se conoce como la ojiva de la frecuencia
cumulativa. Usted puede producir los diagramas de puntos que simulan estos
dos diagramas incorporando los datos apropiados a las columnas 1y 2 de
una nueva matriz de EDAT y cambiando el tipo: scatter en la pantalla PLOT
SETUP.

Ajustando datos a la funcién y = f(x)
El programa 3. Fit data.., disponible como opcién nimero 3 en el ment STAT,

puede ser utilizado para ajustar funciones lineares, logaritmicas,
exponenciales, y de potencia a los datos (x,y), almacenados en las columnas
de la matriz EDAT. Para que este programa sea utilizable, usted necesita tener
por lo menos dos columnas en su variable de ZDAT.

Ejemplo 1 - Ajustar una relacién linear a los datos de la tabla siguiente:

y 05 | 23 | 3.6 | 67 | 72 11
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Almacénense los datos en las columnas de la matriz ZDAT utilizando el escritor

de matrices, y la funcién STOZ.

* Para activar la opcién 3. Fit data.., utilicense las siguientes teclas:
RLIGNZANZ

existente. De ser necesario, cdmbiense los valores en la forma interactiva

La forma interactiva mostrard la matriz DAT, ya

de manera que luzca como se muestra a continuacién:

H-Caol:
Hodel: [ imear Fit

Enter statiztical data

EDIT[cHoos]  [PREDJCANCL] ok |

El resultado

* Para efectuar el ajuste de datos a la funcién, presione
de esta funcién, que se muestra a continuacién para este ejemplo en
particular, consiste de las siguientes tres lineas en modo RPN:

3:'0.195238095238 + 2.00857142857*X'
2: Correlation: 0.983781424465
1: Covariance: 7.03

El nivel 3 demuestra la forma de la ecuacién. En este caso, y = 0.06924 +
0.00383 x. El nivel 2 demuestra el coeficiente de correlacién de la muestra, y
el nivel 1 muestra la covarianza de x-y.

Definiciones
Para una muestra de datos (x,y), definimos la covarianza de la muestra como

| _ _
Sxy :_Z('xi _x)(yi _y)
n—1%3

El coeficiente de correlacién de la muestra para x,y se define como
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En la cual's,, s, son las desviaciones esténdar de x y de y, respectivamente,

1 & _ I < _
S)f: Z(xi_x)z SJZ/: Z(yi_y)z
n—1 -1 n—1,;

Los valores s, y ry, son los valores llamados "Covariance" y "Correlation,"

respectivamente, obtenido al usar la opcién “Fit data” de la calculadora.

Relaciones linearizadas

Muchas relaciones curvilineas "se enderezan" a una forma linear. Por ejemplo,
los diversos modelos para el ajuste de los datos proporcionada por la
calculadora se pueden linearizar segin se describe a continuacién.

Variable | Variable
Tipo de Modelo Modelo Independ. | Depend. | Covar.
Ajuste Actual Linearizado X h Stn
Lineal y =a + bx [el mismo] X y Sxy
log. |y=a+bln(x) [el mismo] In(x) y Sin(x),y
Exp. y=a edx In(y) = In(a) + bx X In(y) Sx Inly)
Potencia y=ax® In(y) = In(a) + b In(x) In(x) In(y)  [Sin(x), In(y)

La covarianza de la muestra de &1 se escribe como
1 = —
Sep = HZ@» = &), =)
También se definen las varianzas de & y 1, respectivamente, como

2—Ln _E\2 2:Ln =2
i L3e-o sl 3a-m
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Sen
Sé‘S

El coeficiente de correlacion de la muestra fen €S Ty =
n

La forma general de la ecuacién de la regresion es 1 = A + BE.

Ajuste 6ptimo de los datos

La calculadora puede determinarse qué relacién linear o linearizada ofrece el
mejor ajuste para un sistema de datos (x,y). llustraremos el uso de esta
caracteristica con un ejemplo. Suponer que usted desea encontrar cual de las
funciones proveidas proporciona el mejor ajuste para los datos siguientes:

x 0.2 | 05 1 1.5 2 4 5 10
y [ 316|273 |212|1.65|1.29|0.47 | 0.29 | 0.01

Primero, escribanse los datos como una matriz, usando el escritor de matrices,
o escribiendo dos listas de datos que corresponden a x y a y, y utilice el
programa CRMC presentado en el Capitulo 10. A continuacién, almacene esta
matriz en la matriz estadistica DAT, usando la funcién STOZ.

Finalmente, active la opcién de ajuste de datos usando: () _sur 30
la pantalla muestra la matriz ZDAT actual. Cambiense los parametros a
como se muestra a continuacién, de ser necesario

IT DAT

LC

para obtener:
3: '3.99504833324 *EXP(-.579206831203*X)'
2: Correlation: -0.996624999526
1: Covariance: -6.23350666124

Presione |

El ajuste éptimo para los datos es, por lo fanto, y = 3.995 058
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Obtencién de medidas estadisticas adicionales
La aplicacién 4. Summary stats.. en el ment STAT puede ser dtil en algunos

céleulos de las estadisticas de la muestra. Para comenzar, presione (7)) _sm1
una vez mds, y seleccione la cuarta opcién usando la tecla &V, y presione

La forma de la entrada que resulta contiene los campos siguientes:

IDAT: la matriz que contiene los datos de interés.

X-Col, Y-Col:  estas opciones se aplican solamente cuando usted tiene mas
de dos columnas en la matriz ZDAT. Los valores pre-definidos
son fales que la columna de x es la columna 1, y la columna
de y es la columna 2.

X 3Y.a medidas estadisticas que usted puede elegir como resultados
de este programa al escoger el campo apropiado usando
[v'CHK] cuando se selecciona ese campo.

Muchas de esta estadisticas se utilizan para calcular las estadisticas de dos
variables (x,y) que se puedan relacionar por una funcién y = f(x). Por lo tanto,
este programa puede considerarse como compafero para programar 3. Fit
data..

Eiemplo 1 - Para los datos xy actualmente en EDAT, obténganse todas las

estadistica sumaria.

* Para activar la opcién summary stats..., utilicense las teclas:
EBEEN NN

* Selecciénense los nimeros de las columnas en EDAT correspondiente a los

datos x-y. En el presente ejemplo selecciénese: X-Col: 1, y Y-Col: 2.

e Utilizando la tecla § selecciénense todas las medidas estadisticas,
disponibles en la forma SUMMARY STATISTICS, es decir, _XX, _XV, etc.
* Presidnese para obtener los siguientes resultados:

EX: 24.2, 3Y: 11.72, £X2: 148.54, 3Y2: 26.6246, =XY: 12.602, Nx:8
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Nota: Existen dos mdas aplicaciones en el ment STAT, a saber, 5. Hypth.
tests.. y 6. Conf. Interval.. Estas dos opciones seran discutidas mas
adelante en el capitulo.

Calculo de percentiles
los percentiles son medidas que dividen una coleccién de datos en 100

porciones. El procedimiento bésico para calcular el percentil100-p (0 < p < 1)
en una muestra del tamafio n se muestra a continuacién:

1. Ordenar las n observaciones de la més pequefio a la mas grande.
2. Caleular el producto n-p
A. Sin-p no es un entero, redondearlo al entero siguiente y determinar el
valor ordenado correspondiente.
B. Sin-pes entero, digamos k, calcular la media de los datos k y (k-1) de
las observaciones.

Nota: Regla de redondeo del nimero entero, para un nimero entero
x.yz..., siy 2 5, redondear a x+1; si y < 5, redondear a x.

Este algoritmo se puede implementar en el programa siguiente escrito en modo
de RPN (véase el Capitulo 21 para informacién sobre programacién):

« SORTDUP SIZE > pXn«np* > k«IFk CEIL k FLOOR - NOT THEN X k
GET Xk 1 + GET + 2 / ELSE k O RND X SWAP GET END»»»

el cudl almacenaremos en la variable %TILE (percentile).  Este programa
requiere como entrada un valor p en el intervalo O a 1, representando el
percentil 100p, y una lista de valores. El programa produce el percentil 100p
de la lista.

Ejemplo 1 - Determine el percentil 27% de la lista {2 1013512367 9}.
En modo RPN, escriba 0.27 @m) {210135123679}) AT TLER S
modo ALG, escriba %TILE(0.27,{2,1,0,1,3,5,1,2,3,6,79}. El resultado es 1.
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El ment de teclado STAT

Llas funciones estadisticas preprogramadas, descritas anteriormente, son
accesibles a través de un mend de teclado denominado STAT. El ment de
teclado STAT se puede activar usando, en modo RPN, la instruccién: 96
MENU

Usted puede crear su propio programa, llamado, por ejemplo, para
activar el ment STAT directamente. El contenido de este programa es
simplemente: « 96 MENU ».

El menu de teclado STAT contiene los siguientes menus:

DATA | EFAK | 1YAR | FLOT | FIT

Presione la tecla que corresponde a cualesquiera de estos sub-ments para
acceder a las diversas funciones que se describen a continuacion.

El sub-meno DATA

El sub-ment DATA contiene funciones para manipular la matriz estadistica

SDATA:
E

La operacién de estas funciones se describen a continuacién:

2+ : agregar una fila en el nivel 1 al final de la matriz ZDATA.

2- : remueve la dltima fila en la matriz ZDATA coloca en el nivel de 1 de la
pantalla. La matriz ZDATA asi modificada permanece en la memoria.

CLE : borra la matriz ZDATA actual.

2DAT: copia la matriz £DATA actual al nivel 1 de la pantalla.

(<) =DAT: almacena la matriz en el nivel 1 de la pantalla en la variable
2DATA.
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El sub-mend PAR

El sub-mend ZPAR contiene funciones usadas para modificar parédmetros
estadisticos. los parédmetros mostrados a continuacién corresponden  al
ejemplo anterior del ajuste de datos a una funcién y = f(x).

col:s 1.
col: 2.

Intercept: 2.99564333
lope: —.S79285831263
odels EXPFIT

[ oL | HoDL | EFAF [REZET]

Los pardmetros mostrados en la pantalla son los siguientes:

Xcol: indica la columna de SDATA que representa x (Pre-definido: 1)

Ycol: indica la columna de SDATA que representa y (Pre-definido: 2)
Intercept: muestra intercepto del ajuste de datos més reciente (Pre-definido: 0)
Slope: muestra pendiente del ajuste de datos mas reciente (Pre-definido: 0O)
Model: muestra modelo de ajuste actual (Pre-definido: LINFIT)

Las funciones mostradas en las teclas de ment operan de la forma siguiente:
XCOL: escrita como
YCOL: escrita como
YPAR: muestra pardmetros estadisticos.

RESET: reajustar los parametros a los valores prefijados

INFO: muestra parametros estadisticos

El sub-mend MODL dentro de ZPAR

Este sub-men contiene las funciones que permiten cambiar el modelo de ajuste
de datos a LINFIT, LOGFIT, EXPFIT, PWRFIT o BESTFIT al presionar la tecla
apropiada.

El sub-mend 1VAR

El sub-mend 1VAR contiene funciones que se utilizan para calcular las
estadisticas de columnas en la matriz de SDATA
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Las funciones disponibles son las siguientes:

TOT:
MEAN:
SDEV:

MAXZ:

MINZ:
BINS:

VAR:
PSDEV:

PVAR:

muestra la suma de cada columna en la matriz ZDATA.

muestra el promedio de cada columna en la matriz SDATA.

muestra la desviacién de estdndar de cada columna en la matriz
YDATA.

muestra valor méximo de cada columna en la matriz ZDATA.

muestra valor minimo de cada columna en la matriz ZDATA.

usada como x,, Ax, n [BINS], provee la distribucién de frecuencias en
los datos de la columna Xcol en la matriz ZDATA con las clases
definidas por [xg,xg+Ax], [xg,x+2AX], ..., [XgXs+NAX].

muestra la varianza de cada columna de la matriz SDATA.

muestra la desviacién esténdar de la poblacién (basada en n en vez
de (n-1)) de cada columna en la matriz de ZDATA.

muestra la varianza de la poblacién de cada columna en la matriz
>DATA.

El sub-meno PLOT

El sub-meng PLOT contiene funciones que se utilizan para producir diagramas
con los datos en la matriz ZDATA.

Las funciones incluidas son:

BARPL:

HISTP:

SCATR:

produce un diagrama de barras con datos en la columna Xcol de la
matriz ZDATA.

produce el histograma de los datos en la columna Xcol en la matriz
2DATA, usando 13 clases (valor predefinido) a menos que se
modifique el tamafo de las clases usando la funcién BINS en el sub-
menU 1VAR (véase seccién anterior).

produce un diagrama de los datos en la columna Ycol de la matriz de
SDATA vs. los datos en la columna Xcol de la matriz de ZDATA. La
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ecuaciéon que resulta del ajuste de estos datos serd almacenada en la
variable EQ.

El sub-menu FIT
El sub-ment FIT contiene funciones usadas para ajustar ecuaciones a los datos

en las columnas Xcol y Ycol de la matriz SDATA.

1: 1:
| LE_|FREDH|FREDY] CORE | I N N

Las funciones disponibles en este sub-mend son:

ZLINE: provee la ecuacién correspondiente al ajuste més reciente
LR: proporciona el intercepto y la pendiente del ajuste mas reciente
PREDX: usada como 'y
PREDY: usada como x
CORR: provee el coeficiente de correlacién para el ajuste més reciente.

i, dado y calcular x para el ajuste y = f().
dado x calcular y para el ajuste y = f(x).

COV: provee la covarianza de la muestra para el ajuste mas reciente.
PCOV: muestra la covarianza de la poblacién para el ajuste mas reciente.

El sub-meno SUMS

El subment SUMS contiene funciones usadas para obtener medidas
estadisticas adicionales para los datos en las columnas Xcol y Ycol de la matriz
>DATA.

=7
ol

X : provee la suma de valores en la columna Xcol.

2Y : provee la suma de valores en la columna Ycol .

IX*?2 : provee la suma de cuadrados de valores en la columna de Xcol.
Y"2 : provee la suma de cuadrados de valores en la columna de Ycol.
IX*Y: provee la suma de x-y, es decir, los productos de datos en las columnas
Xcol y Ycol.

NZ : provee el nimero de columnas en la matriz de ZDATA.
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Ejemplo de las operaciones del men:d STAT
Sea ZDATA la matriz

1.1 3.7 7.8 |
3.7 89 101
22 59 25

55 125 612

6.8 15.1 2245
92 19.9 24743
110.0 21.5 55066

* Escriba la matriz en el nivel 1 de la pantalla utilizando el escritor de
matrices.

e Para almacenar la matriz en TDATA, use:

e Calcular las estadisticas de cada columna

produce [38.5 87.5 82799.8]

produce [5.5. 12.5 11828.54.. ]

produce [3.39... 6.78... 21097.01...]

produce [10 21.5 55066]

produce [1.1 3.7 7.8]

produce [11.52 46.08 445084 146.33]

produce [3.142... 6.284... 19532.04...]

produce [9.87... 39.49... 381500696.85...]

* Generar un diagrama de los datos en las columnas 1y 2 y ajustar una
linea recta a los mismos:

reajusta parametros estadisticos
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EHD W2 HER F= '#°
HIlHE?

Inter.'i_:e £ oo,

1:
nCOL | YCoL | HoDbL | EFAFR IKESET] INFO

produce el diagrama

dibuja los datos ajustados como linea recta

Z00M [ o8, V3 [TRACE] FCn

regresa a la pantalla principal

* Determine la ecuacién apropiada y sus estadisticas:

produce '1.5+2*X"

produce Intercept: 1.5, Slope: 2
produce 0.75

produce 3. 50

produce 1.0

produce 23.04

produce 19.74...

*  Obtener estadisticas adicionales para columnas 1y 2:

produce 38.5
produce 87.5
produce 280.87
produce 1370.23
produce 619.49
produce 7
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Ajustar datos en 1 (x) y 3 (y) usando un ajuste logaritmico:

seleccionar Ycol = 3, y
seleccionar Model = Logfit

Inter.'i_:e tr 1.5

RCOL | YCOL | WaDL | EFAR IREZET| INFO

produce diagrama de y vs. x
muestra linea para ajuste logaritmico

[ 200N [TR, "3 [TRACE] FCh | EDIT [CANCL

Obviamente, el ajuste logaritmico no es la mejor opcién

regresa a la pantalla normal.

Seleccione el ajuste 6ptimo usando:

muestra EXPFIT como el ajuste éptimo

FAD HYZ HEW K= 'H'
HOHEZ

WCoL | WoCoL | HaDL | EFAR IREZET| INFO

NXT

produce '2.6545*EXP(0.9927 *X)'
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produce 0.99995... (buena correlacién)
produce 6.8139

produce 463.33
produce diagrama y vs. x

muestra linea para ajuste actual

[ Z00H [0%, T [TRACE] FCN | EDIT [CANCL

* Regreso al menu STAT, use:
*  Para recobrar el ment de variables: ().

Intervalos de confianza
La inferencia estadistica es el proceso de obtener conclusiones sobre una

poblacién basadas en los resultados de una muestra. Para que los datos de la
muestra sean significativos, la muestra debe ser aleatoria, es decir, la seleccién
de una muestra particular debe tener la misma probabilidad que la de
cualquier ofra muestra posible dentro de una poblacién dada. Los siguientes
son algunos términos relevantes al concepto del muestreo aleatorio:

* Poblacién: coleccién de todas las observaciones concebibles de un
proceso o de una cualidad de un componente.

*  Muestra: subconjunto de una poblacién

*  Muestra aleatoria: una muestra representativa de la poblacién.

* Variable aleatoria: funcién real definida en un espacio de muestra. Puede
ser discreta o continua.

Si la poblacién sigue cierta distribucion de la probabilidad que depende
de un pardmetro 0, una muestra aleatoria de observaciones (X1,X9,X3,... ,

X,), de tamafio n, puede usarse para estimar 6.
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* Distribucién de muestras: la distribucion conjunta de la probabilidad de
X1, XX ) X,

* Una estadistica: cualquier funcién de las observaciones que sea
cuantificable y no contenga ningtn parémetro desconocido. Una
estadistica es una variable aleatoria que permite evaluar un parametro.

* Estimado puntual: cuando se obtiene un valor del parametro 6.

* Intervalo de confianza: un intervalo numérico que contiene el parametro 6
con cierto nivel de probabilidad.

* Estimador: regla o método de evaluacién del parametro 6.

* Estimado: valorar que el estimador produce para un caso particular.

Ejemplo 1 - Sea X el tiempo (horas) requerido para completar un proceso de
fabricacién especifico. Dada la muestra siguiente de valores de X: 2.2 2.5
2.1 23 2.2. lo poblacién de donde se toma esta muestra es la coleccion
de todos los valores posibles del tiempo de proceso, por lo tanto, es una
poblacién infinita. Suponga que el parémetro de la poblacién que estamos
intentando estimar es la media, u. Utilizaremos como estimador la media de la
muestra, X, definido por (una regla):
— 1 &
X=—>X,.
n i
Para la muestra bajo consideracién, el estimado de u es la estadistica de la
muestra x = (2.2+2.5+2.1+2.3+2.2)/5 = 2.26. Este valor de X, es decir x

= 2.26, constituye un estimado puntual del parametro de la poblacién p.

Evaluacién de los intervalos de confianza
El nivel siguiente de inferencia es la evaluacién de un intervalo, es decir, en vez

de obtener un solo valor de un estimador se proveen dos estadisticas, a y b, las
cuales definen un infervalo que contiene el pardmetro 6 con cierto nivel de la
probabilidad. Los puntos extremos del intervalo se conocen como limites de
confianza, y el intervalo (a,b) se conoce como el intervalo de confianza.
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Definiciones
Sea (C,C,) un intervalo de la confianza que contiene un pardmetro

desconocido 8.

* El nivel de la confianza o coeficiente de confianza es la cantidad (1-a), en
la cual 0 << 1, tal que P[Cj <6< C)]=1-a,donde P[] representa la

probabilidad (ver el Capitulo 17). La expresién anterior define los limites
de confianza bilaterales.
* Un infervalo unilateral inferior se define por Pr[C; < 8] = 1 - .

* Un intervalo unilateral superior se define por by Prfi6 < C 1 =1 - o

* El parémetro o se conoce como el nivel de significado. Valores tipicos de
a son 0.01, 0.05, 0.1, correspondiendo a niveles de confianza de 0.99,
0.95, y0.90, respectivamente.

Intervalos de confianza para la media de la poblacién cuando se

conoce la varianza de la poblacién
Sea X la media de una muestra aleatoria de tamafio n, extraida de una

poblacién infinita con una desviacién de estandar conocida . El intervalo de
confianza centrado, bilateral, de nivel 100(1-a)) % [i.e., 99%, 95%, 90%, etc.],
para la media de la poblacién p es ( X-z,/26/Vn, X+z,/26/Vn ), en el
cual z,/9 es una variable aleatoria normal estandar que se excede con una

probabilidad de o /2. El error estandar de la media de la muestra, X, es 6/

Vn.

Los limites unilaterales de confianza superior e inferior a nivel 100(1-0)) % para
la media de la poblacién u son, respectivamente, X+z,-6/Vn, y X-z,-6/n .
Asi, se define un intervalo de confianza unilateral inferior como (- , X+z,-6/
n), mientras que el intervalo de confianza unilateral superior es (X-z,-6/
n,+e0).  Notese que en estos dos intervalos anteriores utilizamos el valor z,

en vez de z».
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En general, el valor z; en la distribucién normal esténdar se define como aquel
valor de z cuya probabilidad de excedencia sea k, es decir, PriZ>z] = k, 6

PriZ<z ] = 1 - k. La distribucién normal fue descrita en el Capitulo 17.

Intervalos de confianza para la media de la poblacién cuando la

varianza de la poblacién es desconocida
Sean Xy S, respectivamente, la media y desviacién esténdar de una muestra

aleatoria de tamafio n, extraida de una poblacién infinita que sigue la
distribucién normal con una desviaciéon de estandar desconocida o. El
intervalo de confianza bilateral centrado para la media de la poblacién, u, a
nivel 100-(1-a) % [i.e., 99%, 95%, 90%, etc.] es ( X— the1, 0/2 S /An, X+t
1.a/2-S/Vn), enla cual t, 1 /2 es la variable de la distribucién Student t con

v = n-1 grados de libertad y probabilidad /2 de excedencia.

Los limites de confianza superior e inferior a nivel 100- (1-a) % para la media
de la poblacién u son, respectivamente,
X+ tn-], /2 S/\/n Y X— tn-], /2 S /\/n

Muestras pequeiias y muestras grandes

El comportamiento de la distribucién de Student t es tal que para n>30, la
distribucién précticamente la misma que la distribucién normal estandar. Asi,
para las muestras mayores de 30 elementos cuando la varianza de la
poblacién es desconocida, usted puede utilizar el mismo intervalo de
confianza que cuando se conoce la varianza de la poblacién, pero
substituyendo ¢ por S. las muestras para las cuales n>30 se refieren
tipicamente como muestras grandes, en caso contrario son muestras pequefias.

Intervalo de confianza para una proporcién
Una variable aleatoria discreta X sigue una distribucién de Bernoulli si X puede

tomar solamente dos valores, X = O (falla), y X = 1 (éxito).  Sea X ~
Bernoulli(p), en la cual p es la probabilidad de éxito, entonces la media, o la
esperanza matematica, de X es E[X ] = p, y su varianza es Var[X ] = p(1-p).
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Si un experimento que involucra a X se repite n veces, y con k resultados
favorables, un estimado de p se calcula como p' = k/n, mientras que el error
estandar de p' es oy = V(p:(1-p)/n) . En la practica, la estimacién de la

muestra para p, es decir, p ' reemplaza p en la férmula del error esténdar.

Para muestra grande, n>30, y n-p> 5 y n-(1-p)>5, la distribucién del muestreo
es casi completamente normal. Por lo tanto, a nivel 100(1-a)% el intervalo de
confianza centrado y bilateral para la media p de la poblacion es (p'+z,,/2-0y,

P'+2Z4/20y ).  Para una muestra pequefia (n<30), el intervalo puede ser

estimado como (p'p,.1 ,0/2°0p P +n1,0/2°0p)-

Distribucién del muestreo de diferencias y sumas de estadisticas
Sean S; y S, estadisticas independientes de dos poblaciones basadas en

muestras de los tamafios nq y n, respectivamente. También, sean las medias y

los errores estandares respectivos de las distribuciones del muestreo de esa
estadistica {157 y Hgp, Y Og71 y Oso, respectivamente. Las diferencias entre la

estadistica de las dos poblaciones, S1-s2, tienen una distribucién del muestreo
con media [t 51_so = g1 - gy, Y error esténdar 65155 = (6512 + 6552)1 /2 Asi
mismo, la suma de dos estadisticos S1+S, tiene una media [ g1,52 = Ug1 +Lig9,

y un error esténdar 651,459 = (0572 + 6522)]/2.

Estimadores para la media y desviacién estandar de la diferencia y de la suma
de las estadisticas S1 y S; se dan, respectivamente, por:

En estas expresiones, X;y X son los valores de las estadisticas Sq y Sy de

las muestras tomadas de las dos poblaciones, y 6512 y 6552 son las varianzas
de las poblaciones las estadisticas S; y S, de cudl fueron tomadas las

muestras.
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Intervalos de confianza para sumas y diferencias de valores
medios

Si las varianzas de las poblaciones 612y 652

son conocidas, los intervalos de

confianza para la diferencia y la suma de las medias de las poblaciones, es
decir, wytu,, se escriben como:

2 2
0] 0-2 v
—t—, (Xl in)"'Za/z ’
n n,

()?1 TX,)—zy-

Para muestras grandes, es decir, n; > 30 y ny > 30, y varianzas de las

2 = 542 los intervalos de confianza

poblaciones desconocidas, pero iguales, 6,
para la diferencia y la suma de las medias de las poblaciones, es decir, wytuy,

se escriben como:

()?1 tX,) -z,

Si una de las muestras es pequefia, es decir, n1 < 30 6 ny < 30, y varianzas de

las poblaciones desconocidas, pero iguales, 612 = 652, podemos obtener una

estimacién "mixta" de la variacién de pytu,, definida por

557 = [(n1-1):s12+{n21)55%)/( ny+n22).

En este caso, los intervalos de confianza centrados para la suma y la diferencia
de las medias de las poblaciones, es decir, 11y, se calculan como:

(()_(1 t X)) 1, ., -Sf’, ()?1 X))+ 000 _S;)

en la cual v = n1+ny2 es el nimero de grados de libertad en la distribucién
Student's .

En las dos opciones anteriores especificamos que las variaciones de la
poblacién, aunque desconocidas, deben ser iguales. Este serd el caso en el
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cual las dos muestras se toman de la misma poblacién, o de dos poblaciones
sobre las cuales sospechemos que tienen la misma varianza. Sin embargo, si
sospechamos que las dos varianzas desconocidas de la poblacién son
diferentes, podemos utilizar el siguiente intervalo de confianza

(()?1iX2)_t (y1in)+tv,a/2'sa )

2
v,al2 S)?li)?27 X, £X,

en la cual la desviacién esténdar estimada para la suma o diferencia es

y v, los grados de libertad de la variable t, se calculan usando el numero
entero mds cercano a

[(S2/n)+(S2/n,)]
(S m) M, = DI+[(S2/n,) M(ny = 1)]

Determinacién de intervalos de confianza
la funcién 6. Conf Interval puede activarse al presionar las teclas

GRRLGZN

Esta funcién ofrece las siguientes opciones:

ConFidgnce interugls

1.2-INT: 1 K.

Estas opciones se interpretan como se muestra a continuacién:

1. ZINT: 1 w.: Intervalo de confianza para la media de la poblacién, u,
cuando se conoce la varianza de la poblacién, o, si ésta es desconocida,
cuando la muestra es una muestra grande.
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2. ZINT: ul-u2.: Intervalo de confianza para la diferencia de las medias de
dos poblaciones, w1- 1y, ya sea que se conozcan las varianzas de las

poblaciones, o si éstas son desconocidas, cuando se utilizan muestras
grandes.

3. ZINT: 1 p.: Intervalo de confianza para una proporcién, p, para muestras
grandes cuando la varianza de la poblacién es desconocida.

4. ZINT: p1- p2.: Infervalo de confianza para la diferencia de dos
proporciones, p1-pp, para muestras grandes cuando las varianzas de las
poblaciones son desconocidas.

5. TINT: 1 w.: Intervalo de confianza para la media de la poblacién, u, para
una muestra pequefia cuando la varianza de la poblacién es desconocida.

6. TINT: ul-u2.: Intervalo de confianza para la diferencia de las medias de
dos poblaciones, 11- 1y, para muestras pequefias cuando la varianza de

las poblaciones son desconocidas.

Ejemplo 1 - Determinese el intervalo de confianza para la media de una
poblacién si una muestra de 60 elementos tiene un valor medio de x = 23.3,
y la desviacién estandar es s = 5.2, Utilicese un valor de oo = 0.05.  El nivel
de confianza es C = 1-0. = 0.95.

Selecciénese la opcién 1 del ment mostrado anteriormente al presionar la
tecla Escriba los datos conocidos en la forma interactiva titulada CONF.

INT.: 1 u, KNOWN s, como se muestra en la siguiente figura:

ConF. INT.: 1 ii UNKENOHN o

(=15

.95

[LaHp e Hean

Presiénese la tecla i para mostrar una pantalla que explica el significado
del intervalo de confianza en términos de numeros aleatorios generados por la

calculadora.  Para ver el resto de la pantalla explicativa, utilicese la tecla
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direccional vertical &». Presiénese para abandonar la pantalla

explicativa y regresar a la forma interactiva mostrada anteriormente.

Los resultados

Para calcular el intervalo de confianza, presiénese
mostrados en la pantalla son los siguientes:

5. CanFidence interuag
Critical T=12, BEEI35

BoHin =21, 9557
woHax =24, 5433

HELF |GRAFH|CANCL

Presidnese la tecla | para ver una grdfica mostrando el intervalo de

confianza calculado:

-2.000355 +Crit, T+ 2. 000555
L3567+ 9B T 4 A,

la grafica muestra la fdp (funcién de densidad de probabilidades) de la
distribucién normal estandarizada, la ubicacién de los puntos criticos +z,5, la
media (23.3) y los limites del intervalo correspondiente (21.98424 vy
24.61576). Presiénese la tecla
para abandona la funcién de intervalos de

para regresar a la pantalla de

resultados, y/o presiénese
confianza.  Los resultados de estos cdlculos se mostraran en la pantalla de la
calculadora.

Ejemplo 2 - Los datos tomados de dos muestras (las muestras 1y 2) indican
que xj =578 and x5 = 60.0. los tamafos de muestra son ny = 45 y ny =

75. Si se sabe que son las desviaciones esténdares de las poblaciones son o,
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= 3.2, y 65 = 4.5, determine el intervalo de confianza 90% para la diferencia

de las medias de la poblacién, es decir, uy- 5.

Presione () _SHT (a
confianza en la calculadora.  Presione 30
ZINT: u 1 —pu2.. Escriba los valores siguientes:

| para tener acceso al célculo de intervalo de

para seleccionar la opcién 2.

2 u, KNONN o3
=2 GE.
o2:d, 5
na: "o,

COnF. _INT.:

SaHpLe Hean For population 1

EDIT]  JHELF]|  JCAnCL] ok |

Cuando termine, presione los resultados, como texto y grdfico, se

muestran a continuacién:

EEEEA0 .Y ConFidence dnterwa | EEEE
Critical 2=%]1, &44854
wh Hin =—32, 25824 1

ap HAx =—]1 ., @A3I7F59 ] 2 | £
-1 644354 + Crit, 2 + 1.6Y4Y435Y
=2.260341 + 50,4 CI + -1.035753

| =-a2.2 | ap

|| [HELF [GRAFHICANCL] ok | | | [HELF[TERTJCAncL] ok |

La variable Au representa u 1 — pu2.

Ejemplo 3 - Una encuesta de opinién publica indica que en una muestra de
150 personas 60 favorecen el aumento de impuestos para financiar proyectos
pUblicos . Determine el intervalo de confianza 99% para la proporcién de la
poblacién que favoreceria el aumento de impuestos.

Presione () _STT (& para tener acceso a la caracteristica del intervalo
de la confianza en la calculadora. Presione 0
opciéon 3. ZINT: w1 —u2.. Escriba los valores siguientes:

para seleccionar la
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c:, 99

FOHp L IFuCCEEF Count

EDIT|  [HELE]  [canci] ok |

Al terminar, presione . Los resultados, como texto y grdfico, se muestran a

continuacién:

'ﬁﬁﬁﬁsa.x ConFidence dnterwal S
Critical 2=42, 5755829
A Hin =, 2959555
A wax =, SAZASS2 ! 2
-2.57523% + Crit, 2 -+ 3.57523%
J39E9GEE + 9B CI + GOZgzza
] 4 | _a
| | [HELF[TERT[CARCL] ok |

Ejemplo 4 - Determine el intervalo de confianza 90% para la diferencia entre
dos proporciones si la muestra 1 muestra 20 éxitos en 120 ensayos, y la
muestra 2 muestra 15 éxitos en 100 ensayos

Presione () _STT (& para tener acceso al célculo de intervalo de
confianza en la calculadora.  Presione 3 <
opcién 4. ZINT: p1 — p2.. Escriba los valores siguientes:

| para seleccionar la

P2 F
g2: 15,
. na: 160,

ZaHple 1 success Count

EDIT]  [HELF]  [CAncL] ok |

Al terminar, presione . Los resultados, como texto y grdfico, se muestran a

continuacién:
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EEEEA0 ¥ ConFidence dnterwa | EEEE
Critical 2=41.544254
=i Hin =—, AE445E55

o Hax = H97FE933 | ° | Z
-1 EYYZEY + Crit. 2 + 1644354

- DEYYREE + 30,2 CT + 0uFr2ued
| .DikkEgEr o

|| [HELF [GRAFHICANCL] ok | | | [HELF[TERTJCAncL] ok |

Ejemplo 5 — Determine el intervalo de la confianza 95% para la media de la
poblacién si una muestra de 50 elementos tiene una media de 15.5 y una
desviaciéon estandar de 5. la desviacién estandar de la poblacion es
desconocida.

Presione (P _sHT /& para tener acceso al célculo del intervalo de
confianza en la calculadora.  Presione (@ (ay
opcién 5. TNT: p.  Escriba los valores siguientes:

para seleccionar la

BEECONF. INT.: 1 W, UNKNOHD T35
o

0 D,

n: S5d,
;L35

ZaHple Hean

EDIT|  JHELE]  Jcanci] ok |

Al terminar, presione | Los resultados, como texto y gréfico, se muestran a

continuacién:

EEEENL ¥ ConFidence interwa | EEEE
Critical T=42.BE9575

B oHin =14, @7E2

BoHax =16, 92898 u T

-3.009575 +Crit. T+ 3.003575
14.707903 + 85 ¢ T + 1. 93092

[ i5.5 [ M

|| [HELF |GRAFH|CANCL] oR | [ | THELF]TERT JCANCL] ok |
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La figura muestra la pdf de Student t pdf para v = 50 = 1 = 49 grados de
libertad.

Ejemplo 6 -~ Determine el intervalo de la confianza 99% para la diferencia en
medias de dos poblaciones dadas los datos de la muestra: x; = 157.8, xp =

160.0, ny =50, ny = 55. Las desviaciones de estdndar de las muestras son s,

=132, so=24.5.

Presione () _smr /a\ |
confianza en la calculadora.  Presione (@
6. TNT: p1-p2.. Escriba los valores siguientes:

para tener acceso al célculo del intervalo de

para seleccionar la opcién

BEECONF. INT.: 2 W, UNKNOHD T35
#:157. 8 z2: 168,

F1:13.2 s2: 24,5
ni: S5E, n2: 55,
c: 99 WF oo Lad

Foolad i checkad
EDIT HELF|  JCanci] ok |

Los resultados, como texto y gréfico, se muestran a

Al terminar, presione §
continuacion:

HEEE LD Y ConFidence interwal SEEE
Critical T=42, 635822
ap, Hin =—12. ZEEIS
ap Hax =7, S2EESTE _ 0 T
-3 6363 1. T+ 32.626R73
=12.2005%¢ + 33,3 CI + 7 2005372
a.a | ap

| [ [HELF [GRAFH|CARCL] oK | || [HELF[TERTCAncL] ok |

Estos resultados asumen que los valores sq y s, son las desviaciones estandares
de las poblaciones. Si estos valores representan realmente las desviaciones
estdndares de las muestras, usted debe incorporar los mismos valores que
antes, pero con de la opcién _pooled seleccionada. Los resultados ahora se
convierten en:
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EEEEN ¢ ConFidence interwa | EEEE
Critical T=42, 624466

«h Hin =—12, 42526

i Hax =8, B25261 a T

-3.624406 +Crit. T+ 2. 6344085
=12 43536 + 33.¢ [T + 2035261

| =-a2.2 | wp

| [ [HELF [akAFH]CANCL] ok | [ | [HELF[TERT [CANCL] oR |

Intervalos de confianza para la varianza
Para desarrollar un férmula para el intervalo de confianza para la varianza,

primero introducimos la distribucién del muestreo de la variacién: Considerar
una muestra aleatoria X;, X5 ..., X,, de variables normales independientes con

media y, varianza 62, y media de la muestra  X. La estadistica

S‘,zz 1 'i(Xi_y)z,

n—1 143
es un estimador imparcial de la varianza 6.
§? 3 : o 2
la cantidad (n—1)- ——Z(X —X)?, tiene una distribucién x,.12 (chi-

cuadrada) con v = n-1 grodos de libertad. El intervalo de confianza bilateral
(1-0)- 100 % se calcula a partir de

Pr{X 21,102 < (01):52/6% < %201 o0] = 1- 0.

2

El intervalo de la confianza para la varianza de la poblacién 6= es, por lo

tanto,

[(01)S%/ %%01,0/25 (1) S/ %201 1.0/2)-
en el cual in_]la/Q Y in_],]_a/Q son los valores de una variable %2, con v =
n-1 grados de libertad, excedidos con probabilidades o/2 y 1- o/2,

respectivamente.

El limite de confianza superior unilateral para 62 se define como
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(n-1)-5%/ %201 10

Ejemplo 1 - Determine el intervalo de confianza 95% para la varianza de la

poblacién 62 basado en una muestra del tamafio n = 25 la cual muestra una

varianza sZ = 12.5.

En el capitulo 17 utilizamos una solucién numérica para resolver la ecuacién a

= UTPC(y,x). En este programa, y representa los grados de libertad (n-1), y o

representa la probabilidad de exceder cierto valor de x (x?), es decir,

Prix? > %6°] = o

Por el ejemplo actual, @=0.05, y=24 y o. = 0.025. Resolviendo la ecuacién

presentada anteriormente, 2,1 ,a/2=x224,0.025= 39.3640770266.

Por otra parte, el valor X2n-1,a/2 = x224,0_975 es calculado usando los valores y

=24y =0.975. Elresultadoes 32,1 10/2 = %224,0975 = 12.4011502175.
Los limites inferior y superior del infervalo seran (use modo ALG):
(0-1):52/ %201 o/2 = (25-1)-12.5/39.3640770266 = 7.62116179676
(n-1)-5%/ %201 10/2 = (25-1):12.5/12.4011502175 = 24.1913044144
Asi, el intervalo de la confianza del 95% para este ejemplo es:

7.62116179676 < 62 < 24.1913044144.
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Prueba de hipétesis
Una hipétesis es un declaracién hecho sobre una poblacién (por ejemplo, con

respecto a la media). La aceptacién de la hipétesis se basa en una prueba
estadistica en una muestra tomada de la poblacién. Se llaman la accién y la
toma de decisién consiguientes prueba de la hipétesis

El proceso de la prueba de la hipétesis consiste en tomar una muestra aleatoria
de la poblacién y la enunciacién de una hipétesis estadistica sobre la
poblacién. Si las observaciones no apoyan el modelo o la teoria postulada, se
rechaza la hipétesis. Sin embargo, si las observaciones estan de acuerdo con
la hipdtesis, ésta no se rechaza, pero no se acepta necesariamente. Se asocia
a la decisién un nivel de significado o.

Procedimiento para probar hipétesis
El procedimiento para la prueba de la hipétesis implica los seis pasos

siguientes:

1. Declarar una hipétesis nula, Hg. Esta es la hipétesis que se probara. Por
ejemplo, Hg: w1y = 0, i.e., presumimos que la media de la poblacion 1y
la media de la poblacién 2 son iguales. Si Hg es verdadera, cualquier
diferencia observada en las medias se atribuye a los errores en el muestreo
aleatorio.

2. Declarar una hipétesis alterna, H;. Por el ejemplo bajo consideracién,
podria ser Hq: iy # O [Nota: esto es lo que realmente deseamos
probar.]

3. Determinar o especificar una estadistica de la prueba, T. En el ejemplo
bajo consideracién, T seré basado en la diferencia las medias observadas,

X1- Xo.

4. Utilizar la distribucién conocida (o asumida) de la estadistica de la prueba,
T.

5. Definir una regién de rechazo (la region critica, R) para la estadistica de la
prueba basada en un nivel de significado pre-asignado .

6. Utilizar datos observados para determinar si el valor de la estadistica de la
prueba estd o no fuera de la regién critica. Si la estadistica de la prueba
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esté dentro de la regién critica, entonces decimos que la cantidad que
estamos probando es significativa al nivel 1000

Notas:
1. Por el ejemplo bajo consideracién, la hipétesis alterna Hy: py-py = 0

produce qué se llama una prueba bilateral. Si es la hipétesis alterna es
Hi: 1y > 0 o Hy: -y < O, entonces tenemos una prueba unilateral.

2. la probabilidad de rechazar la hipétesis nula es igual al nivel de
significado, es decir, Pr[TeR|Hg]=c.. La notacién Pr[A|B] representa la

probabilidad condicional del evento A dado que ocurre el evento B.

Errores en la prueba de hipétesis
En la prueba de hipétesis utilizamos los términos errores del tipo | y del tipo I

para definir los casos en los cuales se rechaza una hipétesis verdadera o se
acepta (no se rechaza) una hipétesis falsa, respectivamente. Sea T = valor de
la estadistica de la prueba, R = regién de rechazo, A = regién de aceptacién,
por lo tanto, RNA = &, y RUA = Q, donde Q = el espacio del parametro T, y
@ = el conjunto vacio. Las probabilidades de cometer un error del tipo | o del
tipo Il son las siguientes:

* Rechazar una hipétesis verdadera, Prlerror tipo I] = Pr[TeR|Hg] = o

*  No rechazar una hipétesis falsa, Prlerror tipo Il] = PriTe A|H;] = B

Ahora, consideremos los casos en los cuales tomamos la decisién correcta:

No rechazo hipétesis verdadera, Pr[No(error tipo 1)] = Pr[Te A|Hg] = 1 - @
Rechazo hipétesis falsa,  Pr[No(error tipo Il)] = Pr[TeR|H;]=1-8

El complemento de B se conoce como la potencia de la prueba de la hipétesis

nula Hp vs. la hipétesis alterna Hy. La potencia de una prueba se utiliza, por

ejemplo, para determinar un tamafio de muestra minimo para restringir errores
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Seleccionando los valores de o y 8

Un valor tipico del nivel de la significado (o de la probabilidad del error tipo |)
es oo = 0.05, (es decir, rechazo incorrecto una vez en cada 20 veces en
promedio). Si las consecuencias de un error de tipo | son mas serias, escodjase
un valor més pequefo de a, digamos 0.01 6 0.001.

El valor de B, es decir, la probabilidad de hacer un error del tipo Il, depende
de o, el tamafio de muestra n, y en el valor verdadero del parametro probado.
Asi, el valor de B se determina después de que se realice la prueba de la
hipétesis. Se acostumbra producir los gréficos de B, o la potencia de la prueba
(1-B), en funcién del valor verdadero del parémetro probado. Estos graficos se
llaman las curvas caracteristicas operativas o accionan curvas de la funcién,
respectivamente.

Inferencias referentes a una media

Hipétesis bilateral

El problema consiste en la prueba de la hipétesis nula Hg: w = p, contra la
hipétesis alternativa, Hy: u# 1, a un nivel de la confianza de (1-0)100%, o a
un nivel de significado o, usando una muestra de tamarfio n con una media x
y una desviacién estandar s. Esta prueba se refiere como prueba bilateral (o de
dos colas). El procedimiento para la prueba es como sigue:

Primero, calculamos la estadistica apropiada para la prueba (t, 6 z,) como

sigue:

* Sin< 30y la desviacién de esténdar de la poblacién, 6, se conoce, utilice
_¥-u,
° o/n

* Sin> 30, y o es conocida, use z, definido anteriormente. Si ¢ no se

T4,

conoce, substituya s en lugar de o in z,, es decir, use z, = —F=
s/AIn

la estadistica z: z
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* Sin< 30,y o esdesconocida, use la estadistica t dada por 7, = ,
s/In

conv=n-1 grados de libertad.

Entonces, calcule el valor P (una probabilidad) asociada a z, 6 t,, y comparelo

con o para decidir si rechazar o no la hipétesis nula. El valor P para una
prueba bilateral se define ya sea como

Valor P = P(|z|>]|z,]), 6, Valor P =P(|t]>]1,]).

Los criterios a utilizar para la prueba de la hipétesis son:

* Rechazar H, si Valor P < o

*  No rechazar H, si Valor P > o

El Valor P para una prueba bilateral puede calculares usando las funciones de
la probabilidad en la calculadora como sigue:

* Siseusaz Valor P = 2-UTPN(O, 1, |z, |)
* Siseusat, Valor P = 2:UTPT(v, |1,])

Ejemplo 1 -~ Probar la hipétesis nula Hy: u = 22.5 ( = ), contra la hipétesis
alternativa, Hq: u #22.5, a un nivel de confianza de 95% es decir, o = 0.05,

usando una muestra del tamafio n = 25 con una media x = 22.0 y una
desviacién de esténdar s = 3.5. Asumimos que no sabemos el valor de la
desviaciéon de estandar de la poblacién, por lo tanto, calculamos una
estadistica de t como sigue:

CX¥-u, 220-225
s/Aln 3.5/25

El correspondiente Valor P, para n = 25 - 1 = 24 grados de libertad es
Valor P = 2.UTPT(24,-0.7142) = 2.0.7590 = 1518,

‘ =—0.7142
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dado que 1.518 > 0.05, es decir, Valor P > o, no podemos rechazar la
hipétesis nula Hy: = 22.0.

Hipétesis unilateral

El problema consiste en la prueba de la hipétesis nula Hg: w = p, contra la
hipétesis alternativa, Hy: w >, 6 Hy: 1 < p, a un nivel de confianza de (1-
0)100%, o a un nivel de significado o, usando una muestra de tamafio n con
una media X y una desviacién esténdar s. Esta prueba se refiere como prueba
unilateral (o de una cola). El procedimiento para realizar una prueba unilateral
comienza como en la prueba bilateral calculando la estadistica apropiada
para la prueba (t, 0 z,) como se indicé anteriormente.

A continuacié, se usa el Valor P asociado con z, é t, , y se compara con a

para decidir si o no rechazar la hipétesis nula. El Valor P para una prueba
bilateral se define como
Valor P =P(z > |z,|), 6, Valor P =P(t > |t,]).

Los criterios a utilizar para la prueba de la hipétesis son:

* Rechazar Hg si Valor P < o

*  No rechaza H, si Valor P > .

Notar que los criterios estan exactamente iguales que en la prueba bilateral. La
diferencia principal es la manera como el Valor P se calcula. El Valor P para
una prueba unilateral puede ser calculado usando las funciones de la
probabilidad en la calculadora como sigue:

* Siseusa z Valor P = UTPN(O,1,z,)

* Siseusat, Valor P = UTPT(v,1,)

Ejemplo 2 - Probar la hipétesis nula Hy: u = 22.0 ( = p,), contra la hipétesis
alternativa, Hq: n>22.5 en un nivel de confianza de 95% es decir, o = 0.05,

usando una muestra de tamafio n = 25 con una media x = 22.0 y una
desviacién estandar s = 3.5. Una vez mds, asumimos que no sabemos el valor
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de la desviacion esténdar de la poblacién, por lo tanto, el valor de la
estadistica t es al caso de la prueba bilateral demostrado anteriormente, es
decir, t,=-0.7142, y el Valor P, para v = 25 - 1 = 24 grados de libertad es

Valor P = UTPT(24, |-0.7142]) = UTPT(24,0.7142) = 0.2409,

Dado que 0.2409 > 0.05, es decir, Valor P > o, no podemos rechazar la
hipétesis nula Hy: 1 = 22.0.

Inferencias referentes a dos medias
La hipétesis nula que se probard es Hy: 1y-up = 8, a un nivel de confianza (1-

@)100%, o nivel de significado o, usar dos muestras de tamafios, nq y ny,
medias X y Xp, y desviaciones estandares s y s,. Si las desviaciones
estandares de las poblaciones que corresponden a las muestras, 67y 6 5, se
conocen, o si n; > 30 y ny > 30 (muestras grandes), la estadistica de la

prueba que se utilizard es

()_51_3_52)_5

%0 = 2 2

o} o
714_72

n n,

Si n; < 30 o ny < 30 (por lo menos una muestra pequefia), utilizar la

estadistica siguiente de la prueba:

_ (x, -%,)-06 \/nlnz(n1+n2_2)
N, =D} +(n, = 1)s3

t

n, +n2

Hipétesis bilateral
Si la hipétesis alternativa es una hipétesis bilateral, es decir, Hy: wy-up # 8, el

Valor P para esta prueba se calcula como

* Siseusaz, Valor P = 2:UTPN(O, 1, |z.])
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* Siseusat, Valor P = 2-UTPT(v, |1, ])

con los grados de libertad para la distribucién t dados por v = ny + ny - 2. Los

criterios de la prueba son

* Rechazar H, si Valor P < o

* No rechazar Hg si Valor P > a.

Hipétesis unilateral
Si la hipétesis alternativa es una hipétesis con dos aspectos, es decir, Hy: pq-us

< 8, 0, Hy: uytp < 8, el Valor P para esta prueba se calcula como:

* Siseusaz Valor P = UTPN(O, 1, |z,])
* Siseusat, Valor P = UTPT(v, |t,|)

Los criterios a utilizar para la prueba de la hipétesis son:

* Rechazar H, si Valor P < o

* No rechazar Hy si Valor P > .

Pruebas apareadas de la muestra
Cuando tratamos con dos muestras del tamafio n con datos apareados, en vez

de probar la hipétesis nula, Hy: py-uy = 8, usando los valores medios y las
desviaciones de estandar de las dos muestras, necesitamos tratar el problema
como sola muestra de las diferencias de los valores apareados. Es decir
generar una nueva variable aleatoria X = X;-Xo, y probar Hg: 1 =8, en la cual
u representa el medio de la poblacién para X.  Por lo tanto, usted necesitara
obtener x y s para la muestra de valores de x. La prueba debe entonces
proceder como una prueba de una sola muestra usando los métodos descritos
anteriormente.
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Inferencias referentes a una proporcién
Suponer que deseamos probar la hipétesis nula, Hg: p = pg, en la cual p

representa la probabilidad de obtener un resultado acertado en cualquier
repeticién dada de un ensayo de Bernoulli. Para probar la hipétesis,
realizamos las n repeticiones del experimento, y encontramos que existen k
resultados acertados. Por lo tanto, un estimado de pes p ' = k/n.

La varianza de la muestra se estima como sp2 = p'(1-0')/n = k-(nk)/n3.

Asuma que la variable Z, Z = (ppg)/s,, sigue la distribucion normal estandar,

es decir, Z ~ N(0,1). El valor particular de la estadistica de la prueba es zg =

(P"-po)/sp.

En vez de usar el Valor P como un criterio para aceptar o para no aceptar la
hipotesis, utilizaremos la comparaciéon entre el valor critico de zg y el valor de

z correspondiente a o, é a o,/2.

Prueba bilateral
Si se usa una prueba bilateral encontraremos el valor de z , /9, a partir de

Pr[Z> ZO(/Q] = ]'(I)(Za/Z) = 0(/2, (o) (D(Z OL/Q) =1- O(/2,

En la cual ®(z) es la funcién de distribucion cumulativa (CDF) de la distribucién
normal estandar (véase el Capitulo 17).

Rechazar la hipétesis nula, Ho, si zg >z4,/9, 0 si zg < - 24/

Es decir la region de rechazo es R = { |zg| > z,/7 }, mientras que es la region

de aceptacién es A = {|zg| < zy/2 }

Prueba unilateral
Si usan una prueba unilateral encontraremos el valor de z,, a partir de

PriZ> z,] = 1-®(zy) =, 0 Dz o) = 1- 0,
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Rechazar la hipétesis nula, Hg, si zg >z, y Hy: p>po, 0 si zg < - zo, ¥ Hy:

pP<po-

Prueba de la diferencia entre dos proporciones
Suponer que deseamos probar la hipétesis nula, Hg: p1-p2 = pg, donde las p's

representa la probabilidad de obtener un resultado acertado en cualquier
repeticion dada de un ensayo de Bernoulli para dos poblaciones 1y 2. Para
probar la hipétesis, realizamos ny las repeticiones del experimento de la

poblacién 1, y se registran k; resultados acertados. También, encontramos k,
resultados acertados a partir de las ny ensayos en la muestra 2. Asi, los

estimados de py y p se dan, respectivamente, por p1’ = ki/ny, y p2’ = ko/no.

Las varianzas para las muestras serén estimadas, respectivamente, como
s12= p1'(1p1')/m = ki(nika)/ni3, y 592 = po'(1-p2')/no=ko(ngka)/ng?

2_2

1 +522.

La varianza de la diferencia de proporciones se estima como: s,

Asuma que la variable Z, Z = (py-pypo)/sp sigue la distribucion normal
estandar, es decir, Z ~ N(0,1). El valor particular de la estadistica de la
prueba es zg = (p1'-p2"-Po)/sp.

Prueba bilateral
Si se usa una prueba bilateral encontraremos el valor de z , /9, a partir de

Pr{Z> z4 /9] = 1-®(z4/2) = /2, 0 ®(z o/9) = 1-0t/2,

en la cual ®(z) es la funcién de distribuciéon cumulativa (CDF) de la distribucién
normal estandar.

Rechazar la hipétesis nula, Ho, si zg >z/9, 0 si zg < -z /9.
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Es decir, la regién de rechazo es R = { |zg| > z,/7 }, mientras que es la region
de aceptacion es A = {|zg| < zy/2 }

Prueba unilateral
Si usan una prueba uno-atada encontraremos el valor de z,, a partir de

PriZ> z,] = 1-®(zy,) =, 0 ®(z o) = 1- 0,

Rechazar la hipétesis nula, Ho, si zg >z, y Hi: p1-p2 > po, © si zg < - 24, ¥ Hy:
P1-P2 <Po-

Prueba de hipétesis con funciones preprogramadas
Lla calculadora ofrece procedimientos para la prueba de hipétesis bajo la

funcién 6. Conf Interval del ment STAT, la cual puede activarse utilizando las

teclas _STAT (&N /T

Como en el caso de los intervalos de confianza, la funcién de prueba de
hipétesis ofrece las siguientes é opciones:

Hypothasiz tosts
1.2-Tezt: 1 K.

2-Tast: pi-pd.,
2-Tazt: 1 F..
2-Tast: Fi-Fa..
T-Tast: 1 .
T_

2.
2.
q.
5.
6.T-Tezt: pi-pd.

La inferpretacién de estas opciones es similar a la de los intervalos de

confianza:

1. ZTest: 1 w.: Prueba de hipétesis para la muestra de la poblacién, ,
cuando se conoce la varianza de la poblacién, o para muestras grandes
cuando no se conoce la varianza de la poblacion.

2. ZTest: u1-u2.: Prueba de hipétesis para la diferencia de las medias de dos
poblaciones, - Wy, cuando se conocen las varianzas de las dos
poblaciones, o si éstas son desconocidas, cuando se utilizan dos muestras
grandes.
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3. ZTest: 1 p.: Prueba de hipétesis para una proporcién, p, para muestras
grandes cuando no se conoce la varianza de la poblacién.

4. ZTest: pl- p2: Prueba de Hipétesis para la diferencia de dos proporciones,
p1-P2, para muestras grandes cuando se desconocen las varianzas de las
poblaciones.

5. TTest: 1 p.: Prueba de hipétesis para la muestra de la poblacién, b,
cuando se desconoce la varianza de la poblacién y la muestra es
pequena.

6. TTest: ul—u2.: Prueba de hipétesis para la diferencia de las medias de dos
poblaciones, 1- Ly, cuando se desconocen las varianzas de las dos

poblaciones, y las muestras son pequefias.
jecUtense los siguientes ejercicios:
Ejecot I t

Ejemplo 1 — Dado pg = 150, 6 = 10, x = 158, n = 50, con nivel de
significado o = 0.05, pruébese la hipétesis Hg: 1 = 1o, usando la hipétesis
alterna, Hy: 1 # .

Presidnese _STAT (& (&

hipotesis. Presidnese

i para activar la opcién de prueba de

ara seleccionar la opcién 1. ZTest: 1 .
Escribanse los datos siguientes y presiénese la tecla :

: 2-TEST: 1 W, KhoMD
wi: 150, o 16,

2 158,
n: S,
I

ZidnifFicance Lgugl

EDIT]  JHELF]|  JCAnCL] ok |

la calculadora solicita una hipétesis alterna. Selecciénese u = 150, y
El resultado es:

presiénese la tecla

Pégina 18-49



EEEEReject w=1i50. at 5.y LWL EEEE
Test 2=5, 655854
Frob=1.541726E-2
Critical 2=41. 959954
Critical 2={147. 2,152,282

|| [HELF [GRAFH]CANCL] OF |

Por lo tanto, rechazamos la hipétesis Hg: u = 150, a favor de la hipétesis
alterna Hy: w = 150. El valor z de la prueba es zg = 5.656854. El valor P es

1.54x10°8. Los valores criticos para la prueba son +7,/9 = £1.959964, que
corresponden al rango critico para x de {147.2 152.8}.

Esta informacién puede observarse gréficamente al presionar la tecla de meng

+ R+
a q
-1.355%EY +Crit, 2+ 1,55395Y4
Tast 2=5,E5535Y
5=153.
147.3332 +rit, F+ 152,771
[ 150,

i

|| THELF|TERT |CANCL] ok |

Ejemplo 2 ~ Con pg = 150, x =158, s =10, n =50, y o = 0.05, probar la
hipétesis Ho: 1 = pg, contra la hipétesis alternativa, Hy: 1w > pg. La desviacién

de esténdar de la poblacién, o, no se conoce.

Presione (P ) _SHT /&Y /a
hipétesis en la calculadora.  Presione (@ (B

i para acceder a la funcién de prueba de

para seleccionar la
opcién 5. T-Test: 1 p.:

Escriba los datos siguientes y presione
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T-TEST: 1 W, UNKMOHN 355
n: SH,

#0158,
1A,
w @5

Mull hypothesis populatacn HLan

EDIT|  [HELE]  [canci] ok |

El

Seleccionar la hipétesis alternativa, Hy: u > 150, y presione
resultado es:

EEEEReject w=1i50. at 5.y LWL EEEE
Test T=5, 655254
Frob= , BAAEEEZ3S52S
Critical T=1.&7E5551
Critical 22152, 271

| | [HELF [GRAFH|CARCL] oF |

Rechazamos la hipétesis nula, Hg: ng = 150, contra la hipétesis alternativa,
Hi: w > 150. El valor de la prueba t es tg = 5.656854, con un Valor P =
0.000000393525. El valor critico de t es t,

un valor criticode x = 152.371.

1.676551, correspondiente a

Presione i para ver los resultados gréficamente como sigue:

E+

0 1

Crit. T+ 1678551
Test T=5. 656254
R=i52.

Crit, &+ 153,371
150,

[ | [HELF ] TERT[CARCL] ok |
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Ejemplo 3 — Datos dos muestras producen los resultados siguientes x; = 158,
x; = 160, sy =10, sp = 4.5, nl =50,y ny =55 Para o = 0.05, y
varianza “mixta”, probar la hipétesis Hp: w—w, = 0, contra la hipdtesis

alternativa, Hy: py—u, < 0.

Presione () _STAT (& (&
hipétesis en la calculadora.  Presione (&
T-Test: u1—u2.:  Escribir los datos siguientes y presione |

para tener acceso a la funcién de prueba de

# para seleccionar la opcién 6.

S T-TEST: 2 w, UNKNOMD o3
SR 153, m2: 166,

T s2: 4,5
ni: 5H. nz2: 55.
o L B5 W Foolad?

SaHpLe Hean For population 1

EDIT]  JHELF]|  JCAnCL] ok |

Seleccionar la hipétesis alternativa pl< u2, y presione El resultado es

SR pocept pi=p2 at 5o LWL EEEEE
Test T=—1.341775
Frob=, @91 30951
Critical T=—1.&59732

| | [HELF [GRAFH|CARCL] oF |

Asi, aceptamos (o, més exactamente, no rechazamos) la hipétesis: Hp: 11—ty
=0, o Hg: n;=W,, contra la hipétesis alternativa Hy: py—p, < 0, o Hy: wy=p,. El
valor de la prueba t es t; = -1.341776, con Valor P = 0.09130961, y t critico

es —t, = -1.659782. Los resultados graficos son:
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+
0 T

-1, 653782 + Crit. T
Tast T=-1.74i7FE

az=-3,
-3 4PYODE +Crit. o

|1 a &l

| T |HELF]TERT [ChncL] R |

Estos tres ejemplos deben ser bastantes para entender la operacién de la
hipétesis que prueba la caracteristica preprogramada en la calculadora.

Inferencias referentes a una varianza

La hipétesis nula que se probard es, Hy: 62 = 6,2, en un nivel de confianza (1-
0)100%, o nivel de significado o, usar una muestra del tamafio n, y varianza
s2. la estadistica de la prueba que se utilizard es una estadistica chi-cuadrada

definida como

, _(n—=1s?
0 =
Dependiendo de la hipétesis alternativa elegida, Valor P se calcula como
sigue:
* Hp:o2<o0,2 Valor P = P(y2<y.2) = T-UTPC(v,x,2)
* Hyi:o?2>0,2 Valor P = P(x%>y,2) = UTPC(v,x02)
* Hy:o2#0,2 Valor P =2:min[P(x%<xs2), P(x2>xs2)] =

2-min[1-UTPC(v,x.2), UTPC(v,%02)]

donde la funcién min[x,y] produce el valor minimo de x o de y (de manera
similar, max[x,y] produce el valor maximo de x o de y). UTPC(v,x) representa
las probabilidades de cola superior de la calculadora para v = n - 1 grados de

libertad.
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Los criterios de la prueba estan iguales que en la prueba de la hipétesis de
medios, a saber,
* Rechazar Hg si Valor P < o

*  No rechazar H, si Valor P > .

Notar por favor que este procedimiento es valido solamente si la poblacién de
quien la muestra fue fomada es una poblacién normal.

Ejemplo 1 - Considerar el caso en el cual 6,2 = 25, a=0.05, n = 25, y s2 =
20, y la muestra fue extraida de una poblacién normal. Para probar la

2, contra Hy: 62 < 6,2, calculamos

hipétesis, Hy: 62 = o,

, _(n=1s*> _(25-1)-20
‘ o. 25

=19.2
Conv=n-1=25-1=24los grados de libertad, calculamos el Valor P como,

Valor P = P(32<19.2) = 1-UTPC(24,19.2) = 0.2587...

Dado que, 0.2587... > 0.05, es decir, Valor P > o, no podemos rechazar la
hipétesis nula, Hy: 62 =25(= 6,2).

Inferencias referentes a dos varianzas

La hipétesis nula que se probaré es, H,: 6,2 = 652

, en un nivel de confianza (1-
@)100%, o nivel de significado o, usar dos muestras de tamafios, nq y ny, y

varianzas s12 y sy la estadistica de la prueba que se utilizara es una

estadistica de la prueba de F definida como
Sy

2
Sp

FO:

2 representan el numerador y el denominador de la

en la cual s\ 2 y sp
estadistica F, respectivamente. La seleccién del numerador y del denominador

depende de la hipétesis alternativa que se prueba, como se muestra en la tabla
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siguiente. La distribucién correspondiente de F tiene grados de libertad, vy =

nn-1, Y vp = nprl, en los cuales ny y np, son los tamafos de muestra que

2

corresponden a las varianzas s 2 y sp?, respectivamente.

La tabla siguiente muestra cémo seleccionar el numerador y el denominador
para F, dependiendo de la hipétesis alternativa elegida:

Hipétesis alternativa Estadistica de Grados de libertad

la prueba
Hi: 6,2 < 652 (unilateral) Fo=s9%/512  vn=ng1, vp=n-l
Hi: 6,2 > 652 (unilateral)  Fo=s12/592 vy =np-1, vp = nyrl
2

#0652 (bilateral)  Fy=sp2/sm? VN = nwe1,VD = Ny

smZ=max(s12,5%), sm2=min(s1?s5?)

H'|: 01

(*) np es el valor de n correspondiente a sy, y ny, es el valor de n

correspondiente a s,.

El Valor P se calcula, en todos los casos, como: Valor P = P(F>F,) = UTPF(vy,,

VDIFo)
Los criterios de la prueba son:
* Rechazar H, si Valor P < o

*  No rechazar H, si Valor P > .

Ejemplo1 - Considerar dos muestras extraidas de poblaciones normales tales
que ny =21, ng =31, 572 =10.36, y s52 = 0.25. Probamos la hipstesis nula,
Ho,: 6,2 = 652 a un nivel de significado o = 0.05, contra la hipétesis

alternativa, Hq: 6,2 # 6,2, Para una hipétesis bilateral, necesitamos identificar

SM Y Smv de esta manera:
sp2=max(s12552) = max(0.36,0.25) = 0.36 = 5,2
sm2=min(s12s52) = min(0.36,0.25) = 0.25 = 5,2
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Asi mismo,
npy=ny =21,
Ny =no = 31,
VN =Ny - 1= 21-1=20,
vp =Ny, -1 = 31-1 =30.

Por lo tanto, la estadistica F es Fy = sp42/s;,2=0.36/0.25=1.44

El Valor P es Valor P = P(F>F,) = P(F>1.44) = UTPF(vn, vp,F,) =
UTPF(20,30,1.44) = 0.1788...

Dado que 0.1788... > 0.05, es decir, Valor P > «, por lo tanto, no podemos

rechazar la hipétesis nula Hy: 6,2 = 6,2

Notas adicionales sobre la regresién linear
En esta seccién elaboramos las ideas de la regresion linear presentadas

anteriormente en este capitulo y presentamos un procedimiento para la prueba
de la hipétesis de los parametros de la regresion.

El método de los minimos cuadrados
Sean x = variable no aleatoria independiente, y Y = variable dependiente,

aleatoria. La curva de la regresién de Y en x se define como la relacién entre x
y la media de la distribucién correspondiente de las Y's. Asuma que la curva
de la regresion de Y en x es linear, es decir, la distribucién mala de las y se
escribe como A + Bx. Y se diferencia de la media (A + B-x) por un valor ¢,
por lo tanto podemos escribir Y = A + B-x + ¢, en la cual € es una variable
aleatoria.

Para comprobar visualmente si los datos sigan una tendencia linear, dibujar un
diagrama de los datos.

Suponer que tenemos n observaciones apareadas (x;, y;); predecimos y por

medio de "y = a + bx, en la cual a y b ser constantes.
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Definir el error de la prediccién como e; = y;-"y; = y; - (a + b-x;).

El método de los minimos cuadrados requiere seleccionar a, b para reducir al
minimo la suma de los errores ajustados (SSE)

SSE =3 ¢? =3[y, —(a+bx,)I

i=1 i=1

A través de las condiciones

J J
——(SSE)=0  —(SSE)=0
2 55 2 55

Conseguimos, las llamadas ecuaciones normales:

Zn:yi =a-n+b-Zn:xi
i=l i=l

n n n

— ) 2
Exi-yi—a-gxi+b Exl.
i=l i=l1 i=1

Este es un sistema de ecuaciones lineares con a y b como las incégnitas, que
se pueden solucionar usando las soluciones de ecuaciones lineales de la
calculadora. No hay, sin embargo, necesidad de utilizar estos célculos porque
usted puede utilizar la opcién 3. Fit Data ... en el ment STAT ((2) _smr)
presentado anteriormente.

Nota:
* qa,b son los estimados imparciales de A, B.

* El teorema de Gauss-Markov de la probabilidad indica que entre todos
los estimados imparciales para A y B, los estimados de minimos
cuadrados (a,b) son los mas eficientes.
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Ecuaciones adicionales para la regresién linear
La estadisticas Ix, Tx2, efc., puede ser utilizadas para definir las cantidades
siguientes:

Sxx :Zn:('xi _')_C)2 :(Vl—l)Sf zzn:xiz _l[zn:xlj
i=1 i=1 n\ iz

S, = 2(xi -y - )’ =(n-1-s, :illxiyi _%(2’@]{2%)

De las cuales se obtiene que las desviaciones estdndares de x y de y, y la
covarianza de x,y se obtienen, respectivamente, como

S = S = s =
-1 =1

El coeficiente de correlacion de la muestra es ry =

‘\ISxx'Syy .

En términos de X, Y, S,y Sy Y Sxy la solucién a las ecuaciones normales es:
[ b= SXJ’ _ Sy
a=y—-bx , =——=—
Sxx Sx

Error de la prediccién
La curva de la regresion de Y en x se define como Y = A + B-x + &. Si fenemos
un conjunto de n datos (x;, y;), podemos escribir Y, = A + B:x; + ¢, (i =
1,2,...,n), en la cual Y; = variables aleatorias, independientes, normalmente
2.

distribuidas con media (A + B-x) y varianza comin ¢<; g = variables
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independientes aleatorias normalmente distribuidas con media cero y varianza
comin 2.

A . ., ’ .
Sea y; = valor real de los datos, "y; = a + b-x; = prediccién de minimos

. ., N
cuadrados de los datos. Entonces, el error de la prediccion es: e;=y;- y; =y;

- (0 + b'Xi).

Un estimado de 62 es el llamado error estandar del estimado,

1 Zn S, —(S,)* /S n-1
S2= .—a+bx‘ 2= »w xy xx= .
¢ I’l—2 l‘:l[yl ( l)] n_2 n_2

2 2
s, (I=ry)

Intervalos de confianza y prueba de hipétesis en regresién linear
He aqui algunos conceptos y ecuaciones relacionados con la inferencia

estadistica para la regresién linear:

* Limites de confianza para los coeficientes de la regresién:
Para la pendiente (B):
b - (t n-2,(x/2)'5e/\/sxx <B< b+ (t n-2,(x/2)'5e/\/sxxr
Para el intercepto (A):
a-—(t n-2,(x/2)'se'[(]/n)+ ;z/sxx]]/Q < A<

a+(t n-2,06/2)'5e'[(]/n)+ ;z/sxx]]/Qr
en la cual t sigue la distribucién de Student t con v = n — 2 grados de
libertad, y n representa el nomero de puntos en la muestra.

* Prueba de hipétesis de la pendiente, B:
Hipétesis nula, Hg: B = B, probada contra la hipétesis alternativa, Hy: B
# Bg. la estadistica de la prueba es tg = (b -Bg)/(se/VS4y), en la cual t
sigue la distribucién Student t con v = n — 2 grados de libertad, y n
representa el nimero de puntos en la muestra. La prueba se realiza como
la de una hipétesis del valor medio que prueba, es decir, dado el nivel de
significado, o, determine el valor critico de t, t, /9, entonces, rechace Hg si

to > toc/Q ositg<- toc/Q'
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Si usted prueba para el valor Bo= 0, y resulta que la prueba sugiere que
usted no rechace la hipétesis nula, Hg: B = O, entonces, la validez de una

regresion linear estd en duda. Es decir los datos de la muestra no apoyan
la asercién de que B = 0. Por lo tanto, ésta es una prueba de la
significacién del modelo de la regresion.

Prueba de hipétesis del intercepto, A:
Hipétesis nula, Hp: A = Ag, probada contra la hipétesis alternativa, Hy: A

# Ao. La estadistica de la prueba es tg = (a-Ag)/[(1/n)+ x2/S,,]1"/2 en la
cual t sigue la distribucién Student t con v = n — 2 grados de libertad, y n
representa el nimero de puntos en la muestra. La prueba se realiza como
la de una prueba de la hipétesis del valor medio, es decir, dado el nivel de
significado, o, determine el valor critico de 1, t, /9, entonces, rechazar Hg si

to > t(x/? ositg<- t(x/2'

Intervalo de confianza del valor medio de Y para x = xq, es decir, a+Bxq:
atbx—{t 19 6/2) 56 [(1/n)+xo X)2/S,6] /2 < 0P <
atbxHt 0, /2bsel(1/)+(xo- x)2/S6]"2.

limites de la prediccién: intervalo de la confianza para el valor predicho
YO:Y(Xo)I

a+b-x—(t n2,0,/2)Se[ 1 +(1/n)+(xo- ;)2/5)0(]1/2 <Ypo<
atbx+{t 1o o /2)se[1+H(1/n)+(xo- X)2/S, V2.

Procedimiento para la inferencia estadistica en la regresién linear
usando la calculadora

1.
2.

Escriba (x,y) como columnas de datos en la matriz estadistica ZDAT.
Produzca una gréfica para las columnas apropiadas de =DAT, y use
rangos apropiados de H- y V.VIEWS para comprobar tendencia linear.

Use (P) s <

Sy (Covarianza), y r,, (Correlacion).

para ajustar una linea recta, y obtener a, b,
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4. Use () _sur para obtener x, vy, s,, sy la columna 1

mostrard las estadisticas para x mientras que la columna 2 mostraré las
estadisticas para vy .

5. Calcule
n—1
S_=(n-1)-s2, s. =n_2-sj-(1—rjy)

6. Para infervalos de confianza o pruebas bilaterales, obtenga t,, /2, con nivel

de confianza (1- ) 100%, a partir de la distribucién t con v =n 2.

7. Para pruebas unilaterales o bilaterales, obtenga el valor de t usando la
ecuacién apropiada para A o B. Rechazar la hipétesis nula si valor p <
o.

8. Para los intervalos de confianza utilice las férmulas apropiadas como se
indicaron anteriormente.

Ejemplo 1 - Para los siguientes datos (x,y), determine el intervalo de confianza
de 95% para la pendiente B y el intercepto A

x| 20 | 25 | 30 | 35 | 40
y| 55 | 72 | 94 | 100 | 122

Escriba los datos (x,y) en las columnas 1y 2 de EDAT, respectivamente. Un
diagrama de los datos demuestra una buena tendencia linear:

"

Use la opcién Fit Data.. en el ment (P) ST para obtener:
3: '-.86 + 3.24*X'
2: Correlation: 0.989720229749
1: Covariance: 2.025
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Se interpretan estos resultados como a = -0.86, b = 324, r,, =
0.989720229749, y s, = 2.025. El coeficiente de correlacion es muy cercano

a 1.0 confirmando la tendencia linear observada en el gréfico.

A partir de la opcién single-var.. del ment (P) %1 se calcula: x =3, s, =
0.790569415042, y = 8.86, sy, = 2.58804945857.

Después, con n = 5, calcule

S_=(n-1)-s2=(5-1)-0.790569415042% = 2.5

n—1
sf:n_z-s; -(l—r);):

55;;2.5880...2 -(1-0.9897...%) = 0.1826...

Intervalos de confianza para la pendiente (B) e intercepto (A):

* Primero, obtenemos t 9,/2 = 13,0025 = 3.18244630528 (Ver en el
capitulo 17 un programa para obtener t, ):
*  Después, calculamos los términos

(t n2.0/2)56/VSyx = 3.182...-(0.1826.../2.5)'/2 = 0.8602...

(t n2,0/2)sel(1/n)+ x2/8,,11/2 =
3.1824...40.1826....[(1/5)+32/2.5] /2 = 2.65

* Finalmente, para la pendiente B, el intervalo de confianza de 95% es
(-0.86-0.860242, -0.86+0.860242) = (-1.72, -0.00024217)
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Para el intercepto A, el intervalo de confianza de 95% es (3.24-2.6514,
3.24+2.6514) = (0.58855,5.8914).

Ejemplo 2 ~ Suponga que los datos y usados en el ejemplo 1 representan el
alargamiento (en centésimo de una pulgada) de un alambre de metal cuando
estén sujetados a una fuerza x (en decenas de libras). El fenémeno fisico es tal
que esperamos que el intercepto, A, sea cero. Para comprobar si ése es el
caso, probamos la hipétesis nula, Hg: A = 0, contra la hipétesis alternativa, Hy:

A # 0, con nivel de significado o = 0.05.

Lla estadistica de la prueba es tg = (a-0)/[(1/n)+ ?/SXX]]/2 = (0.86)/ [(1/

5)+32/2.5] "2 = -0.44117. El valor critico de t, parav=n-2 =3,y 0/2 =
0.025, puede ser calculado usando la solucién numérica para la ecuacion o =
UTPT(y,t) convertido en el capitulo 17. En este programa, y representa los
grados de libertad (n-2), y o representa la probabilidad de exceder cierto valor
de t, es decir, Pr[ t>t,] = 1 — . Por el actual ejemplo, el valor del nivel de la

significacion es 0. = 0.05, Y= 3, y t,0 /2 = t30.025. También, paray= 3y a
= 0.025, th04/2 = 130.025 = 3.18244630528. Dado que tg > - 1,2 /2, NO
podemos rechazar la hipétesis nula, Hp: A = 0, contra la hipétesis alternativa,
Hi: A #0,, al nivel de significado o = 0.05.

Este resultado sugiere eso que tomar A = O para esta regresién linear debe ser
aceptable. Después de todo, el valor que encontramos para a, es -0.86, el
cudl es relativamente cerca de cero.

Ejemplo 3 - Prueba de significado para la regresién linear. Probar la hipétesis
nula para la pendiente Hy: B = 0, contra la hipétesis alternativa, Hy: B = 0, al

nivel de significado o = 0.05, para ajuste lineal del ejemplo 1.

la estadistica de la prueba es tg = (b -Bp)/(se/VSy) = (3.24-0)/
(V0.18266666667/2.5) = 18.95. El valor critico de t, parav=n-2= 3,y
o/2 = 0.025, fue obtenido en el ejemplo 2, como thp /2 = t30025 =
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3.18244630528. Dado que ty > t,/9, debemos rechazar la hipétesis nula Hy:
B # 0, al nivel de significado o = 0.05, para el ajuste lineal del ejemplo 1.

Regresién linear moltiple
Considérese un conjunto de datos de la forma

X1 X2 X3 .oe Xn V4
X11 X21 X31 Xn1 Y1
X12 Xx22 X32 Xn2 Y2
X13 X32 X33 Xn3 Y3
X1,m-1 X2ml1  X3,ml X n,m-1 Ym-1
X1,m X 2m X 3,m X n,m Ym

Suponga que buscamos un ajuste de los datos de la forma y = by + byxy +
byxy + bgxz + ... + byx,. Usted puede obtener la aproximacién de minimos

cuadrados de los coeficientes b = [bg by by b3 ... b,], al crear la matriz X:

1 X1 X21 X31 Xn1
1 X192 X929 X32 Xn2
1 X13 X392 X33 Xn3
1 X1,m X 2m X3m X nm

Entonces, el vector de coeficientes se obtiene como b = (XT-X).X"y, en la

cual y es el vector y = [y ys ... yml'.

Por ejemplo, utilizar los datos siguientes para obtener la regresién linear
mltiple
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y = bo + b]~X] + bQ-XZ + b3~X3,

X] X2 X3 Yy
1.20 3.10 2.00 5.70
250 3.10 250 8.20
3.50 450 250 5.00
400 450 3.00 8.20
6.00 500 350 950

Con la calculadora, en modo de RPN, usted puede seguir de la forma
siguiente:

Primero, dentro de su directorio HOME, cree un sub-directorio que se llamara
MPFIT (Multiple linear and Polynomial data FiTting), e active este sub-directorio.
Dentro del sub-directorio, escriba este programa:

« 2 Xy « X TRAN X * INV X TRAN * v * »»
y almacénelo en una variable llamada MTREG (MulTiple REGression).
Después, escriba las matrices X y b en la pantalla:

[[1,1.2,3.1,2][1,2.5,3.1,2.5 ][1,3.5,4.5,2.5][1,4,4.5,3][1,6,5,3.5]]

(guardar una copia adicional)
[5.7,8.2,5.0,8.2,9.5]

Presione VAR El  resultado es: [2.1649...,-0.7144...,-

1.7850...,7.0941..], i.e.,
y = 2.1649-0.7144-x1 -1.7850x102:x + 7.0941-x3 .

Usted debe tener en la pantalla de su calculadora el valor de la matriz X y el
vector b, los valores ajustados de y se obtienen al calcular y = X-b, por lo
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tanto, simplemente presione para obtener: [5.63.., 8.25.., 5.03.., 8.22.,,
9.45.].

Comparar estos valores ajustados con los datos originales segin lo demostrado
en la tabla siguiente:

X1 X9 X3 y y-ajust.
1.20 3.10 2.00 5.70 5.63
2.50 3.10 2.50 8.20 8.25
3.50 4.50 2.50 5.00 5.03
4.00 4.50 3.00 8.20 8.22
6.00 5.00 3.50 9.50 9.45

Ajuste polinémico

Considere los datos x-y siguientes {(x1,y1), (x2,¥2), ..., (Xn¥n)}- Suponer que
deseamos ajustar un polinomio de orden p a estos datos. Es decir buscamos
un ajuste de la forma y = by + by-x + byx? + byx® + ... + byxP.  Usted

puede obtener la aproximacién de minimos cuadrados de los valores de los
coeficientes b =[bg by by b3 ... by], creando la matriz X

2 3 -1

1 X1 X1 X1 X]p Y1 P
2 3 -1

1 X9 X9 X9 X9 P Y2 P
2 3 -1

1 X3 X3 X3 X3 P Y3 P
2 3 -1

1 Xn X n Xn X o P Yo P

Entonces, el vector de coeficientes se obtiene de b = (X"-X)!.-X"y, donde y

es el vector y = [y yo ... ynl".

En el capitulo 10, definimos la matriz de Vandermonde que correspondia a un
vector X = [x] X5 ... xp] . La matriz de Vandermonde es similar a la matriz X
de interés para el ajuste polinémico, pero teniendo solamente n, en vez de
(p+1) columnas.
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Podemos aprovecharnos de la funcién de VANDERMONDE para crear la

matriz X si observamos las reglas siguientes:

Sip=n-1,X=V,,.

Si p < n-1, remover las columnas p+2, ..., n-1, nde V,, para formar X.

Si p > n-1, agregar las columnas n+1, ..., p-1, p+1, a V,, para formar X.

En el paso 3 de esta lista, tenemos que estar enterados que la columna i (i=
n+1, n+2, ..., p+1) es el vector [x;' x5 ... x,/]. Si utilizaramos una lista de los

valores de los datos para x en vez de un vector, es decir, x = { x7 x ... x, },

" xo' ... x, }. Entonces, podemos

podemos calcular facilmente la lista { x5
transformar esta lista en un vector y utilizar el mend COL para agregar esas

columnas a la matriz V,, hasta formar X.

Cuando X estd lista, y con el vector y disponible, el célculo del vector de
coeficientes b es igual que la regresién linear maltiple. Asi, podemos escribir
un programa para calcular la regresién polinémica que puede aprovecharse
del programa desarrollado ya para la regresién linear maltiple. Necesitamos
agregar a este programa los pasos 1 a 3 enumeramos arriba.

El algoritmo para el programa, por lo tanto, se puede escribir como sigue:

Escribir los vectores x y y, de la misma dimensién, como listas. (nota: puesto
que la funcién VANDERMONDE utiliza una lista como entrada, es mas
conveniente escribir los datos (x,y) como listas.) También, escriba el valor de p.
* Determine n = tamafo del vector x.
* Use la funcion VANDERMONDE para generar la matriz de Vandermonde
V,, para la lista x escrita.

* Sip =n-1, enfonces

X=V,
Sino, si p<n-l
Remover columnas p+2, ..., n de V,, para formar X
(Use repeticién FOR y COL)

Si no
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Agregar columnas n+1, ..., p+1 a V,, para formar X

(repeticién FOR , calcular x!, convertir a vector, use COL+)

Convertir y a vector

Calcular b usando el programa MTREG (ver el ejemplo anterior de la

regresion linear maltiple)

Aqui estd la traduccién del algoritmo a un programa en lenguaje UserRPL.
(véase el capitulo 21 para la informacién adicional sobre la programacién):

«

>Xyp

«

x SIZE > n

«

x VANDERMONDE
IF ‘o<n-1" THEN
n
p2+
FOR j
i COL-DROP
-1 STEP
ELSE
IF ‘o>n-1" THEN
nl+
pl+
FOR j
X
OBJ> >ARRY
i COL+
NEXT
END

N

END
y OBJ> >ARRY
MTREG
>NUM

Abrir el programa

Leer las listas x y y, y p (niveles 3.2.1)
Abrir el subprograma 1

Determinar el tamafio de la lista de x
Abrir el subprograma 2

Poner x en stack, obtener V,

Este IF es el paso 3 del algoritmo
Poner n en stack

Caleular p+1

Repetir j = n-1, n-2, ..., p+1, paso = -1
Quitar la columna y removerla

Cerrar FOR-STEP

Calcular n+1

Caleular p+1

Repeticiéon con j=n, n+1, ..., p+1.
Calcular xi, como lista

Convertir lista a arreglo

Agregar la columna a la matriz
Cerrar FOR-NEXT

Finaliza segunda clausula IF
Finaliza primer IF. El resultado es X
Convertir lista y a arreglo

X'y y se usan en MTREG
Convertido al formato decimal
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» Cerrar sub-programa 2
» Cerrar sub-programa 1
» Cerrar programa principal

Almacenar programa en variable POLY (POLYnomial fitting).

Como ejemplo, utilizar los datos siguientes para obtener una regresién
’
polinémica con p = 2, 3, 4, 5, 6.

X y
230  179.72
320  562.30
450  1969.11
1.65 65.87
932 31220.89
1.18 32.81
6.24  6731.48
3.45  737.41
9.89  39248.46
1.22 33.45

Dado que utilizaremos los mismos datos xy para los polinomios de diversas
érdenes, es recomendable almacenar las listas de los valores de los datos x y y
en variables xx y yy, respectivamente. Esta manera, no tendremos que
escribirlas de nuevo en cada uso del programa POLY. Por lo tanto, proseguir de
la forma siguiente:

{233.24.51.659321.18 6.24 3.459.89 1.22} xx’
{179.72 562.30 1969.11 65.87 31220.89 32.81 6